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КНИГА Ш 


СФЕРИЧЕСКАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ. 


ТДАВА 1! 
Свойства сфорическихь трет льниховъ 


108. Пусть, О вершина триграниало угла, котораго ребра ОА, ОВ 
и 0С; если изъ точки О, какъ центра, произвольнымъ радтусомъ они- 
аль шаръ, то тригранный уголъ опредфтить на поверхности мара 
сферическй триугольникъ. Углы А, В, С этого триугольника суть 
двугранные углы тригранника; противоположныя же стороны, дайвы 
которыхь при рад1усв шара, прияятаго за единицу, мы обозначаемъ 
зрезъ и, 6, е, измЪряютъ плоеве углы или грани триграниаго угла ©. 
Каждый изъ щести элементовъ ехерическаго триугольника закаю- 
чается въ предфлахь О п =. Известно, что каждая сторона мене 
суммы двухъ другихъ, что периметрь а+ф+е меньше #х, н что, 
обратно, этихъ условй достаточно для построен!я при трехъ данных 
сторонахъ триугольника. Что хасзется суммы угловъ, то она завлю- 
чаетея между предълами к и 3=. 

Соеричесвй триугольникъ опредвленъ. когда извфетны три каке- 
нибудь изъ шести его эаементовъ; здЪеь н®тъ надобности, какъ это 
требуется для триугольниковф прямолинейныхь, чтобъ въ числ дан- 
выхЪъ элементовъ ваходилаеь сторона триугольниза. Такъ какъ грз- 
Фическя ностроеня, при посредств& которыхъ можно опредблить 
неизеветные эдемепты, сложнфе поетроенй, касающихея плоскихъ 
триугольниковт, то неточноеть приближеня въ результатахь стано 
витея для сеерическихъ триугодъниковь еще больше, Ноэтому важно 
замЪънить эти ностроентя чиезовыми вычиеленями, что и составаяегь 
цвль соерической тригонометрии. Общая задача заключается вт томъ, 
1 


езрическая тригоомеги 
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чтобъ по тремъ даннымъ энементамь триугольника опредфлить важ 
дый изъ неизвстныхь элементовъ. Эта задача рышается при помощи 
соотношен:й между шестью элементами, взятыми по четыре. Эти со- 
отношев!я, числомъ пятнадцать, бывають четырехъ различныхъ ро- 
довъ. 1) между тремя сторонами и угломъ; 2} между двумя сторонами 
и двумн противолежащимк углами; 3} между двумя сторонами, угломъ 
заключеннымъ и угломъ противолежащимь одной ‘изъ этихъ сторон 
4) между стороною и тремя углами 


Соотношеня между тремя сторовани и угломь 


104. Чрезъ вершину О тригравнаго угла въ плоскости АОВ (чер. 41} 
со стороны ОВ проведемь периевдивулярь ОМ къ ОА; точно также 
въ плоскости АОС со стороны ОС проведемъ пернендихуляръ ОМ къ 
ОА. Такъ какъ плоскость, заключающая двз прямыхъ, перлендику 
дарныхь къ ОА, сама перпендикулярна къ этому ребру то потому 
уголь МОХ измряеть двугранный уголь 
ОА или уголь А соерическато триугольника 
На окружности АВ, начиная отъ точен А и въ 
заправлени АЗ, проводятъ дугу АВ == с. Изт 
точки В опустимъ перпендикуляръ ВР на 
ОА; Зечве ВР будеть синусомъ с (веегда со 
знакомь + ибо дуга здЬер меньше п), а ко 
синусомъ с будеть ОР со анакомъ +. или со 
знаком —, смотря потому, считается аи 
она по ОА или по ея продозжениюо. По ок 
ружности АС, начивая отъ точки А и въ направлени АС, проводять 
точно также дугу 6; опуская перпендикуляръь С® па ОЛ, получиыъ 
зв 8 -= 00, с08 5 == 4 ОФ. Проевыя прямой лини ОВ ла прямую. ОС. 
равна сумиф проекый на ту же самую пря 
мую обЪихъ прямыхъ, составляющихъ хоман 
ную линпо ОРВ. Проекщею ОВ будетъ соза 
Направленше ОА составляетъ съ ОС уголь $. 
Есзи точка Р лежить по напраёленю ОА, 
то проекшя ОР будеть ОР с08 $, иди 05 е 
608$, ибо ©08 с, въ этомъ случа®, равенъ + 
ОР. Если же точка Р находится на направие- 
ни ОА’, противоположном ь лини ОА (чер. #2}, 
то проекшя ОР будеть ОР. 605 А’ОС иля 
— ОР 0085, ибо уголь А ОС ееть допоани- 
тельный угла В, но въ этомъ случа, с08 с == — ОР; слёдовалельно, 
проевзщия будеть имфть произведешемъ с08 с сов $, какъ и въ первомъ 


Чер 


Пер. 38 
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случа$. Текъ какъ прямая ГВ паралаельна ОМ и иыветъ то же на 
правлене, то ея проекция ест1 РВ с03 СОМ или яв с с05 СОМ в по 
тому, имВемтъ: 
с08 а = 6086 6036 + мп се0$ СОМ 
Проектируемъ теперь прямую ОС и ломанкую О9С на прямую ОМ 
Проекщи ОС ва ОМ есть сов СОМ. Проевщя же прямой 09 на ОМ 
будетъ равна нулю, по причин% перпендикулярности сказаийыхъ ли 
ий между собою Такъ какъ прямал {С параллельна прямой ОМ, 
составляющей съ уголь А, то ея проекщя выразитея чрезъ 
С. сов А или вт В с03 А; поэтому имземъ: 
с0$ СОМ = эп $ воз А 
Если въ предыдущемь выражени замфнимь с05 { ОМ его величи 


ною то найдемъ, что 
603 @ = 605 $ 6082 + эп В 811 с 603 А 


Итатъ, соотношеня перваго рода между тремя сторонами и углемъ 
еферичеекаго триугольника будуть: 
сова == 608 005% + ыш фаше с0ь А 
{1) 6056 == 008 6608 @ 4 и сё в 608 В, 
608 с == 6080 608 6 + этана 56005 


Такъ кахъ изъ шести элементовъ соерическато триугольника можно 
произвольно брать три, то существуеть лишь три разлячныхъ соот 
яощеня между этими шеслью элементами. Изъ трехь предыдущихь 
соотношеш!, носящихь чалване основныхь уравненй, можно вы 
вести съ помонию злтебраическихь” преобразоваюй всё прочая 


двумн сторонани и двумя протнвотежащими 
утлави 


Соотношения мел 


105. Требуется, пап] пуърь, отыскать соотаошеше, существующее 
между сторонами ан В и двумя противолежащими углами Ан В. 
Для этой цзли вужно изъ уравнен (1} ясключить си ©; и такъ 
какъ С не входитъ въ два первыхъ уравнешя, то достаточно искяю 
чизь изъ этихъ двухЪ уравнен! только с. Для чего достаточна сперва 
разематриваемый `уравневя сложить между собою по членно, а по- 
тожъ вычесть одно изъ другало. Произведя этн аБйствя имфенъ: 

{сова + 6086) (1 = с08 с) = мис (81$ 608 А + 9 в е08 В) 
{205 @ — с08 $) (1 + в05 г} = эп с (в $ 08 А — ап а с08 В}, 


умпожан эти послфдия уравнения по членно замътимъ, что первая 
часть полученнаго чрезь умножеше новаго уравнешя будеть содер- 
жать множителемъь выражене 1 — с08 с*, а вторая зе, такъ какъ 
Факторы эти равны межку собою, то, сокративъ ихъ, получямь: 


08 38 — 008$ == ата 36 сов 1А — я 8 ©08 В, 
откуда . 
д: 


а такъ какъ синусы положительны, то 


эп аш В = тб А, 
или 


эта _ те 


в А в В 
Отсюда получаются слфдовательно, три равныхъ соотношеная 
(8) ша _ 902 ес 
з.А эВ С 


Итак, въ сферическом тритольникь синусм сторонь пропоршональны 
синусамь противодежащить умов. 
Этк соотношешщя можно получить прямо изъ чертежа, слвдующинъ 
образомъ 
Изъ точки С опустимъ перпендикуляръь СБ на плоскость АОВ 
(чер 43) и чрезъ подошву его О проведемъ, въ 
той ше плоскости прямыя ОР и 0 перценди- 
кузярныя къ ОА и ОВ и соединимъ СР и ©4. 
| Прямыя СР и ©, ва освованея“извоотной тео- 


И ремы, будутъ также перпендикулярны къ ОА и 
$ 
и. 


С 


о 


ОВ, а, слвдовательно, углы СРО и СОР служаль 
мрою угламъ А и В езеричеекаго триутольника. 
Изъ прямоугольяыхъ триугольниковь СОР, СО 


Чер 8 
имъемъ” 


СО = иврыь А = явазт В 
слвдовательно 


Отношены между двумя сторонажи, углонь заключеннымт и ухлонь 
противолежащимь одной нзъ этихт, сторонъ 


106 Для того, чтобы напрныфръ найти соотношеше, какое су 
ществуеть между а 5, С, А, иужно исключить си В. Вели въ пер- 
вомъ изъ уравненй (1) замёнияъ 608 с его величиною ©08 @ ©0836 + 
зп а м8 ф с0$ С, а эт с---равнымъ ему произведешемъ 1 а реа 2 то 

ИВ 


*— 005 А 
с08 а эт *6 = звазшб (с $0036 { ма т а) 


раздвамвъ на эп а ат $, получимъ 
Соб а 0 в == 008 6 608 © -- 6 -- ма С 05 А 


Формулъ этого рода тесть 


605 4 51 ф = 6086 608 С + вш С с А, 
со а Ш с == 605 с с05 В + эт В сё А 


6046 Эт с == 608 с 608 А + в А сё В 
(3) 6046 за = с05а 605 С + ма С соё В 
сор с зта — 084 с08 В + &п В соЕС, 
сор с эт В = 608$ 605 А + ЭША ©0941 С, 


Соотношензе между сторонею и тремя углами 


107 Разсмотримъ полярный триугольникъ триугольвика АВС и 
назовемь чрезъ а', 5", с’ его стороны, чрезъ А’, В’, С’ углы инъ про- 
тивуположные. Такъ какъ сторожы каждаго изъ тряугольниковъ суть 
дополнительныхь угловъ другаго, то 

^ и=т—фА Ик Ве=-—С 
А-а Выя- быте . 

Примфняя къ полярному триугольнику основное ‹оотношене 

получим 


ц08 4 = 608 $’ 606 ст 9 ©’ 608 А’ 
если замЪънитг элементы этого триугольника ихъ величинами 10 вы 


ходить 


<— 603 А = 608 В с08 С —- т В ми С с0з а, 
или 
08 А = — 608 В с08 © + ма Выв © 605 а 


И мы такимъ образомъ оудемъ имёть три соотношеня четвертаго 
рода . 
с08 А = — с03 В в В а С 608 в, 

(4) 605 В = — 08 С ма С ый А 003 6 
| 608 © = — 608 Арам А в В 08 с 


108. Можно вывести эти соотношеня изъ уравневи (1) нутемь 
злгебраяческаго преобразоватя, если отыскивается, иапримвръ, ©0- 
отношеще, вакое существуетъ между углами и стороною а, то нужно 
исключить рис. Если въ первое изъ уравленй (1) подставить выра 
жене с08 г т.-е. 


608 а 608 $ + зп аз В 605 С, 
то 
60 в вия фа а зщ # 608 6 608 Оп В 5 © ов А 


разавливъ на зв 65 и замъниръ зи а, ма фи ип С, пропорцювазь 
выми ныъ величинами зш А, чп В, вт С получимъ 


с08 а вт В = 608 6 в А 603 С + ва С 008 А 
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Подобнымъ же образомъ замфнля с03 с ето величиною во второмъ 
изъ уравненй (1) изйденъ 
208 ф 9 А = с0ба мл В е08 (+ ып © в08 В. 
Исключивъ $ изъ этихь боихл уравньшИ придеме ьь пскомому 
соотношению: 
608 А = — 60$ В 605 С + ча В зщ С 03 @ 


Свойства прамоуольимхь треугольников 


109. Пусть будет А прямой уголь Тогда тв изъ предыдущих» го 
огношен , въ воторын входить уголь А примутъ видъ” 


508 @ == 605 $ 608 с 


зв б=зв ими В, зто сещи в С 
чалб $ = (ао @ 608 С вле с = бапб д 605 В 
тар ф = с ар В дав с ва Раде © 


608 @ == 608 В с0Ё © 
оз В эт © ©08 Й 608 О--мв В 008 с 


Вев эти соотвошеня можво получить при помощи весьма п]о 


стаго мемоническаго правила. На сторовахь прямаго угла прямо- 
= 
‚8 — свмветовис 


угольнато триутояьиика (чер. 44) пишуть 


н разсматриваютъ пять величинь Е -- 5, С, а, В, 5 — г, вавь со- 
етавляюция полное чиело эленентовт, тогда предыдути выражены 
с получаются по савлующему правилу: косинуез од- 


ной какой-нибудь цзъ пяти челицинь равень произ 

ведем котазенсовь дуть приложащить или про 

&% изведенно сынусовё двуть противолежащиь; поэтом у 

= =” дегко получить соотношене между тремя ва 

* кими - нибудь элементамн прямоутольнаго три- 

угольника; ибо, если произвольно взять три изъ 

пяти величин, ъоторыя мы только что разсмотрфли, то или они бу 

дуть вез три прилежащими, или ‘только дв® будуть прилежилщими 

а третья отдфльвая отъ двухь другихъ; въ обоихь случалхь преды 
дущее аравило даеть между ними биномное соотношенте. 

1) Требуется, напр., найти соотношень между тремя элементани 


а 
= 


чер. 4, 


В С, а; такъ какъ количества — 6, С. в ндуть въ поелфдователь 


номь порндьв то получаёт 


608 С = ( 


э—! ) ыы 
изи 
аар {=> 1авв а 608 © 


2) Найти соотнощете между олементами $ С, В, такъ какъ 
х 
з- фи © смежны, а В стоить отд®льно, то получается: 


608 В — ма (+-›)-= С = 605 фам С 


110. Принъчаня. Предыдупия соотношения приводять къ нЪкото 
рымъ свойствамъ прямоугольныхь триугольниковъ, о которыхъ на 
ходимъ умфетнымъ здВеь указать. 

1) Формула 603 п = 60$ $ ©03 с показываеть, что три стороны а, 
$ с острыя, иди что дв изъ нихъ тупыя, а третья острая 

2) Формула {але $ = зш се 1апб В требуетъ, чтобъ фи В были 
одновременно острыми или тупыия, -т.-6. чтобъ сторона прямаго 
угла и утоль противолежаций были всегда одного и того же рода. 

3) Можно построить прямоугольный тряугольникъ, взнвъ произ- 
вольно или обЪ стороны прямаго угла, или сипотенузу и уголъ, илн 
сторону ‘прямаго угла и уголь прилежанЙ; отсюда вытекаетъ, что 
три элементра, удовлетворяющие одному изъ предыдущихь соотно- 
шен!Я, привадлежатъ прямоугоаъному сферичеекому триугольнику, 
хотя бы, фи В, или еи С, были одного рода, если только: Это соот- 
зошеве одно изъ твхЪ въ которыя входяту эти элементы 


Выраженке узловъ вр фупкнди ехоронъ 


113. Между различными соотношешями, существующими межку 
элементами какого-нибудь сверическаго триугольника, только одни зы 
ралженйя (3} оказываются удобными для логариемическихь вычисленй, 
потому веВ остальныя преобразовываютъ и даютъ ныъ такой вовый 
видъ, который обладаяъ бы тёыъ же свойствомъ, какъ и выражеше 
{2 Первое изь уравнен (1) даеть:, 
50$ 4 — 608 В 608 с 
— ма бате — 


9 А 


Если въ Формулахъ, 


зи а -И вова 608 а -У ева 


с0$ А звивнямь его величиною те 


в > 


5055 605 с ВЕЛ бете 
3 т $ Мас 


—8— 


А 608 &-= 608 6 сове+я В вис = / 608 @ — 6085 (++ 
6085 9 а бат 95а фышс 


и“ Е а, бе 


Е * 
вор ве 


полагая @+#+с= р, выводимь 


эл ИР 


вт б зше 


<“) 


ЗВыражен!е сторонъ въ фунвщи углов 


112 Уравнены (4) послф преобразованй, сходныхь съ предыду 
щинми даютъ, если положить 8$ = А + В+С —т, 


в Эш (В— 8) зщ (6—5) 
083 у в В 1 С 
(6) зай = и 5 5 зщ (А — 8} 
И ва 


и В эп 
а 8—5) в (© —5) 
00-5 у’ — мабяв (А— 3} 


Величина 95 называется сферическимь избыткомз треугольника 
Эти послвдыя соотношеня выводятся также изъ выражений (8) съ 


помощью полярнаго тряугольника. 


® 


ъ 


Форнулы Деламбра 


113 ни оормулы суть слёдующя 


эт А +В 608 в—в Ч А-В 10 1! 

В ой 3 _ 2 

ив. 608 5 ©08 5 Эа + 
м а В АВ в АВ зы! 
з В т _ Е 

эт с 08 эт г вт © 

з 2 ? 3 


—9— 


Дьйствительно соотношеше 


А+В 
Е 


А |: А 
5 == —5_ 608 о + 608 $ мп 


з 2 
при помощи Формулъ (5) ооращается въ 
эв А +В _ за (р—@) +8 (2—6) у зшр 


з Эа с Эпозшё › 
Фат-^ с08* — 2 сов. 0 
а-^ ео со — 
+ В Е с В я 
вл —_ ©08 = — 
з Эа ео ь сов 5 
2 Е 2 


Подобнымъ же образомъ можно вывести и каждую изъ трехъ дру 
тихъ Формулъ 

Воть довольно удобный мнемоничеевай епособъ для запоминаюя 
Формуль Деламбра: если перенесть углы въ первую часть, а стороны 
во вторую, то’ 1} первая часть содержитъ двф резличныхь тригоно 
метричесвихь лин, вторая же двё ливи подобныя; #) если разема- 
тривать только одни числители, то синусамъ отъ суммы въ первой 
части этихъ уравнеый будетъ соотвфтотвовать косинусъ, такъ же 
отъ суммы и нвобороть синусамъ отъ разности — восинусъ отъ раз- 
ности Во второй же части разность косинусовъ соотьётетвуеть 
сумм косиносовт, а разность синусовъ — сумы синусовъ. 


Жеперовы аналомин 


114. Если дьлить почленно первое изъ соотношений (7) на, третье 
второе на четвертое четвертое на третье, и наконец, второе на 
первое, то получатся веф четыре Формулы 


А+ а—1 `, А 

ет Н ©8—э— чае з 

ы 

| и = сов : В ео -в 

{8) 

й +5 А-В в—& 

вп —5 с08 5 {ап э 

а 
+ 6 
та15 и05— э- ии5 5 


Различных выраженя еферическао избытка 


115. Поверхноеть еферическаго триугольника зависить отъ его 
схерическаго избытка; мы приведем невольно различныхь хормулъ 
для выраженя этого величины. 


Найдемъ сначаль выражение сферическато избытка при помощи 
двухъ сторонъ и угла, между ними лежащаго Если умножить почленно 


и в . Иа 
Формулы даюруя ав и {205 5-вЪ зуввши угловь (п* 112) то по 


чим 
В а | $ зв 5 _ 311$ 6055 — м1 5 0080 
вов д В — (6—5) ма С 
И ПИ 
зп © 068 — 08 С? 
от юда 


601-508 5. + 608 С 
$ з 
со 


Изь это1о вытекаеть, что уголъ С ке изыванется съ измъвемемъ 
сторонь ви $, если при этимъ сохраняется величина поверхности 


. а 
и произведеще с0$-„ с01-„- остается востоянвымъ 


118. Отъищемъ теперь выражен:е сферическаго избытка РЪ Функ 
при сторовъ. Бели въ зормулахь Делаюбра 


А+В 8—5 А+В #45 
яв 008 908—900 -5- 
6 = е с“ С 
98 5 208 5 8 у 60 5 
замнитгь 
30 получается 
с а+! 
508 (< 603 —5 
. с 
608 с08 а 


первое иаъ этих+ уравненй даег! 


с (< - >) 


с 
| 


и сафдовательно, 


К ЗавЕ 98 вв = 


Второе дветъ точно таке 


ваш 


2 , 
виа А вли 2: 


Гаю - 


Е 


перемножая объ эти уравнемя по членно получается еоотнотение 


(10) чаше 8. = у Чазв 2 авё РГ. Пал Р—в вв РС. 


Круст вписанный 


7. Пусль О центръ вруга виисаннато вь ‹ев- 
ричесый триугольникъ АВС, а 2, Ен Е точки 
хоприкосновешя (чер. 45). Назовемь чрезъ # дугу 
большаго круга О, соединяющаго центръ съ одной 
изъ точень соприкосновеня, т.-е. схерическй ра 
дтусъ круга впиезннато. Такъ какъ разстонн оть 
зершинъ къ точкамъ соприкосновен!я попарно рав- 
ны, то сумма вефхъ` трехъ дугь ВО, ОС АЕ 
ровно полупериметру триугольника поэтому по 
чучается 


чё 8 


АА ра Ве ВЬы) | 
ср =: — 


Прямоугольный триугольникъ АОЕ даегь 


Зала? = в А эт (1 — и} 


. А . 
ели 1алб > замфииль его величиною въ рушийй сторонъ 16 най 
демт вормуду: 


О анк а и зн (фр — а эт роб зш -6 
ва= 


1? 


Вругь оннезнный 


118. Пусть О центрь круга сиисаннал около триугольнияя АВС 
(чер. 46; соединимъ точку О съ тремн вершинами, и проведем ду 
гу ОР перпендикудирную къ ВС. Три триугольника АОВ, ВОС, СОА 
суть равнобедренные; назовемь чрезь я величину каждаго изъ двухь 
ревныхтъ угловъ ОВС и ОСВ. Величини каждаго изь равныхъ угловъ 


ОСА и ОАС пусть будетъ В и, наконець, величину равныхЪь углов 
ОАВ и ОВА обозвачимъ чрезъ т, то похучается 


В+ А 14а В 2405 С 
отеюда, 


ы 
=з-— &-9 


если назовемъ чрезъ Е дугу ОВ или сееричесвай 
радуеъ круга описаинаго, то изъ прямоугольнаго 
триугольника ОВО потучаемь 


& в 
0 В == 015 соза—008 5 ма (А— В), 


Чер 46 


замъняя в его величиною въ Функции утловъ (0° 119) ‚будемь 


мыть Формулу 


(2) соё В, зв (А — 5) за (В — 5) ва (С — 5) 
> эт 8 


119 Плринзчлние Три большихь круга дзять поверхность 
шорё на восемь триугодьниковь, которые по ларно симметричны; 
круги, воисанные или опиевивые около двухъ симметричныхь три 
угольниковь, равны. Предыдупя Формулы относятся къ триуголь- 
нику, элементы котораго суть а, $, с, А, В, С; легко доказывается, 
что рашувы вруговъ, вписанныхь въ эти различные триугольники 
получаются изъ соотношен!й: 


1818 гэтр 
= в0б г, яв (ра) = Чапё г, эп (р—5) = ‘авг зщ (р— с) 


= Изтрат (р—@) зщ (р— 5) в (р—«), 
и радусы ъруговъ описанныхь изъ его соотнощеня 
со В эш 8 
со{ В ма (А — 8) = < В, зщ (В —5) = со В, ил (С —Ъ) 


= Ин ал (А — 5) вв (В—Б) зщ (С 5) 


въ коихъ =, В, обозначаютъ радтуеъ круга вписаннаго и радует круга 
описацнаго около трнугольника имфютцаго вершияами В, С, и точку 
А, симыетричвую А 


ТЛАВА ЦП 
Ришеше соферическихь триугольниковъ 


120. Можно произвольно взять три изъ шести элементов сфори 
зескаго триугольника. Положянъ, что даны три сторовы а, 6, с; изъ 
начальной теометри извфетно, что необходимыми и достаточными 
усяошями для построешя еоерическаго триугольника считаются сл 
дующя: 1) чтобъ наибольшая сторона быха меньше суммы двухъ 
пругихъ; %) чтобъ сумма трехъ оторонъ была меньше окружности 
большаго круга. 

Мы припомнимъ зд®сь доказательство этой важной теоремы На 
окружности большаго круга возьмемъ дугу ВС (чер. &7), равяую наи 
бодьшей сторон а, и лусть ВО ==е, а СЕ =Ббу 
дутТЪ остальныя двЪ стороны; изъ точки В, как 
поаюса, радгусомъ, равнымь хордё, стягиваю 
щей дугу ВО, опишемъ махый кругь ОАК; изъ 
точки С, какъ изъ полюса, радусомъ, равнымъ 
хорд СЕ опишемъ также малый кругь РАС. 
Очевидно, что эти два малыхь круга перееб- 
хаются въ общей точк® А. Раземотрвнъ теперь 
часть ехерической поверхности, ограниченной ми 
лымъ кругомъь АЕ, воторато полюсъ въ точкв В такъ вакъ дуга 
ВС меньше ВР + СЕ, то Точка Е помфщьетея между В и У, н. саЪ 
ховатезьно, внутри сФерическаго отрёзва. Во вторыхъ, тавь какъ 
сумма сторояъ триугольника, именно ЕВ + ЬС + С@, мевфе овруж- 
ности большего круга, то точка @ приходится на дугв ОВ’Е, и, слБ- 
довательно, внф отрёзка. Итакъ, окружность малато круга ВАС ндетъ 
отъ внутренней точки К въ наружной @; поэтому опа леобходимо 
зересвчетъ въ опредъленной точек А, окружность АЗ, которая огрн- 
вичиваеть этоть отр®зокъ, Соединивъ точки В и С съ тгочкою А ду 
тзми большало круга, поаучають исконый соерическй трнуголь 
викъ АВС. 

Оба малыхъ круга переефкаются еще въ другой точкЪ, чт» оду 
словливаеть второй триугольниеъ ‚ еныметричный первому. Но въ сее- 
рической трягонометри эти оба схерпческихь триугольника раз- 
сматриваютъ какъ одно рышен!е, ибо ихъ элемевты одни и т жеи 
позучаются однимъ и тёиъ же вычисденемь 

121. Легко вывеети отсюда услоыя возможности сверичеекаго 
триутольника, когда даны вс% три угла его. Въ самомъь дВлЬ, когда 
даны всё три угла А, В, С триугольника, то, вывств съ тЬмъ, зна- 


в 


8 @ 


5 
5 


во 
тер. М 


_н- 


чить даны и всё три стороны “=я=-—А, Иа В, с'== = — © пояяр- 
ваго триугольника; чтобъ имбть возможность построить полярный 
триугольникъ, а сафдовалельно и искомый, то вужно, чтобъ сумма 
всхъ трехь сторонъ этого полярнаго триугольниха быза меньше 2— 
и чтобъ наибольшая сторона п’была меньше суммы двухъ осталь 
ныхъ сторовъ что составляетъь два слФдующихъ условя: 


бек, а зи 


если замфнить стороны а, $ с’ ихъ величинами то эти оба узловя 
преобразовываются вь 


А+В+С>г А-В 


Выведенных сейчасъ условия не только необходимы для поетроевня 
сверическаго триугольника, ио и достаточны: нбо когда они выпоя 
невы, то можио построить полярный триугольникъ, а слФдовательно 
и искомый Итавъ, когда даются углы схерическаго триугольника, 
т› уваовя возможности триугольника сл®дуюнця: 1) чтобъ суммы 
угловъ была больше двухъ прямыхъ угловъ; 8) чтобъ наименьн!й 
уголь увеличенный двумя прямыми углами, быль больше сумны 
двухъ остальныхъ. 


Рашене прямоугольвыхь триугольниковь 


"Решеме прямоугольныхь триугольниковъ содержится въ мяемо- 
вическомь прави, указанномъ въ $ 169; но подезно разобрать от- 
АЪльво различные случаи, которыхь числомь шееть. Могуть быть 
даны: 1} об сторовы укза прамаго; 9) сторова угла прямаго и ги 
потенуза; 3) сторона ирамаго угла и утозъ врилежальй, $) сторона. 
прямаго угла. и угол» противолежаний; 5) гипотенуза и острый уголь” 
8} оба острых угла. 

122. Ивьвый случлий, Даны: 6, с 

Триугольникъ веегдь возможен и неизвестные элементы полу 
ются, бозъ двойствевности, изъ формуль: 


608 Я = 6056 6080 


аВЬР = 


эт 


Можеть случиться, что’ опредфаеше гипотенузы а ио ея косину 
не будетъ предетанхять достаточной точности, то для этого елучая 
яызисляють савчала уголь В, а потомъ уже опредфляють и изъ тор- 
муяы: 


с0ёа = 603 В сос 
123 Второй случай Даны ч.6 


— 1 — 


Пусть АВА, АРА (чер. 48) будуть два большихъ круга, перпен 
дикулярные между собою, и первсвкающеся по на- А 
правлено маметра АА’ Возьмемъ АС ==. Вов ду о 
ти, проводимыя изъ точки Скъ различным точкамъ 
большаго круга АВА’, ваваючаются между Фиг — в; 
триугольникъ, сльдовательно, будетъ возможенъ. 
пока & остаетен въ однихъ и тхь же преодвлахъ. 
Когда это условзе удовлетворено, то изъ точки С 
какъ изъ полюса, принимая хорду дуги а за радтусъ 
описываютъ малый кругъ, который перееВчеть ок 
ружность АВА’ въ двухъ точкахь Би В’; каждую изъ этихъ точекъ 
обединяютъ съ точкою С дугою бользиаго круга, и получаютъ, таБАМЪ 
образомь два симметричныхъ триугольника НЧензеЪстные вяемеяты 
вычнеляются по хормуламъ 


Чер. 8 


{0 эп ВР в сов а вс ИВТ 
за 608 6 Та @ 

Величину угла В опредфляемую зрезь ивусъ берутъ въ той же 
самой четверти, въ которой лежитъ и 6. 

Можетъ случиться: въ разематриваеномъ нами случав, что части 
стерическаго триугольника, опредфляемыя посредствомъ синусовъ я 
косинусов», будуть имфть недостаточную точность, а потому праяя 
то неизв®етныя везичины опредвлять по тангенямъ; въ самомъ дв 


— 608 а & 
$ + воза -И“ ви" Вов 


с 1—0 вора ав Ими (4—8) 
шву ГЕ С Ить а виа р | ; 


1—5 В / зша—в0 р _ 
= 1 +868 у ие ПВ 


Въ посльдней тормуа® беруть или знакъ -|- или знакъ —, смотря 
по тому, какова данная сторона # ибо ухолъ В долженъ зежеть съ 
нею въ одной четверти 

124 Тьавт:й случлй. Даны: с, В. 

Триугольникь всегда возможен. Неизвьстныя получаются, без 
двойственности, изъ Формуль: 


488 с 
<08 В 


Чтобъ избфтнуть неудоботво сопряжеяное съ опредъзешемъ угла 


Че 6 = за све В; с05 С = эп В 608 сваи = 


— 16 — 


С по хосинусу, можно, найдя сторону 5, вычиелить уголь С по Фор 
муль: 
фалб с 
вт ф 
195. Четвертый случлй. Даны 6, В. 
Положииъ сначала В острымъ. Пусть будуть ВОВ’ и ВЕВ’ (чер #9} 
два большихъ полукруга, пересекающихся по даметру ВВ’ и сост& 
вляющихъ уголь равный В. Требуетея провести 
А большой кругъ нерпендикулярный къ ВОВ', и такъ, 


Чарё С = 


чтобъ дуга АС этого вруга, заключенная въ ©ю- 

зо, ВХ В’Е, была бы равна 2 Различные крути, 

з Л * перпендикулярные къ большому кругу ВОВ’, про- 
я ‚7 ходить чрезъ полюсъ Р этого круга; пусть РЕО 
одинъ изъ этихъь круговъ, который перпендику 

янренъ одновременно и къ ВОВ’ и кь ВЕР’, этотъ 
Чер #3 кругь имфеть понюеомъ В, и дуга ОЕ, заключая: 
ищаяся въ ©ю20, изыфрлеть узозъ В, дуга РЕ меньше РС, & изъ 
этого вытеваеть, что СА < ЕО или СА < В Услове возможностя 
состоитъ, слфдовательно въ томъ, чтобы $ < В: когда оно воблю- 
дено, то получимъ вершину С, описывая малый кругъ, изъ полюса Р 


сферическимъ ращусомъ равнымъ з — 5; этотъ малый кругъ перев 


четь дугу ВЕВ’въ двухъ точкахь большой вругъ прбходя чрезъ 
одну изъ этихъ точекъ и нолюсъ Р, раздфлить на двё триутольнива 
которые оба удовлетворять вопросу. 

Положимъ теперь В тупымъь Пусть ВОВ и ВЕВ будуть больше 
полукруги, составляюще между собою данный уголъ. Между вефыи 
дугами перпендикулярными къ ВОВ’ и содержащимися въ хюзо ВР ВЕ, 
нанменьшею дугою булоть дуга О’Е, изивряющая уголъ В; для того. 
чтобъ триутольникъ былъ возможенъ, нужяо имфть $ >> В, если это 
услове соблюдено, то получимъ вершину С’, описывая изъ точки №, 

к 


какъ полюса, ехерическимь радуеомъ равнымъ # — 5 


тутъ два рьшеня В’АС и В’А’С. 

Когда извфстно, что трнугонникъ везможенъ то имнедфаяють 
неизвбетныя изъ Форкулъ 
_ 68 в = с08В ана = в $ 

608 $ зв В 

Каждый элементъ, оудучи данъ по своему синусу, имфетъ дьЪ 
величины; с выбирается произвольно, потомъ С берутъ _въ той же 
четверти какт с; наковець а будеть оставленъ: нли острымъ, вли 
тупымъ, сообразно тому, будутъ ли фи с лежать въ одной четверти. 
Лучше вычислять искомые элементы по «ормухамъ: 


малый крутгъ. 


и 

(=. 

15 (= 3) у“ 
2 ВВ 


Е 
348 — 
Явойные знаки соотвётетвують двумт рёшевямъ 


126. Пятый случлй. Даны: аи В 
Триухольникъ всегда существуетъ, и получается 


с08 а 
ен Чар с = {авс а с08 В, эт $ = зпа ий В 

$ берутъ въ той же четверти, въ которой находится и В 

Неудобства представляющагоея при опредфлеви этой сторовы по 
синусу, можно’ избфгнуть вычисляя ее то хормуд®: 

{щас р = ви с 1а1ё В, 

найдя предварительно с 

127. Шестой случля, Даны: Ви С. (Полагають В > С). Соери 
ческий триугольнигть возможенъ, если гозможно построеше полярнаго 
по сторонамъ >. 2 ‚ я—В, "—С, которыя суть дополнешя угловъ А, В, С 
это построено будеть возможнымъ, когда каждая изъ сторонт будеть 
меньше суммы двухъ остальныхь когда одновременно сумма трехъ 
сторову будетъ меньше 2=. Итажъ, условя возможности слёдующуя: 


ы = = 
ВвВ-С< Е Вне, В+б> 3 


Когда они выполнены то ненззЪстныя опредздяютъ по гормуламъ 


в05 В 608 С 
608 а = соё В со С е08 = -— 608с . 
Эт с 


Преимущественно же употребляютъ садующия Формулы 
я - — 08 (В +0) 
508 (В— С) > 
, — 
вв 5. = у 1аиё е- ов (оны) 
+0 2-е я >) 


вле = = у шие (8 я 


4лазыческая толгоомения 8 


— 18 — 


128. Приньчлиая Когда нензвфстный олемевть опредфляется 
посинусу, тангенсу или котантенсу, при чемъ имфетъ отрицательную 
величину, тогда ищутъ его дополнеше Напримфръ, въ первомъ елу- 
ча% ($ 11%), если сторона © тупая, то и уголь будеть тупымъ; во 
этому пишуть 

1аар (®— 5) 
1вив (=—В) = вв) 

Логариомическое вычислене прилатается къ этой послёдней Фор- 
мулв. Решене извёстныхъ косоугольныхъ триугольниковъ сводится 
непосредственно на рёшене прямоугольнаго. 

1) Если данный триугольникъ иметь сторону разную 90°, то у 
полярнаго триугольника одинъ изъ угловъ будеть прямымъ; кром® 
того извветны два другихъ элемента этого тричгольниея; можно стало- 
быть его рёшить, и получить элементы искомаго треугольника, взявЪ 
дополнен!я въ элементамъ полирнаго триугозльника, 

2) Котда даны а = 5, вли А -= В, то триугольнияъ равнобедрен 
вый: овъ рышается дъшещемъ на два прямоугольныхь ‘триугольника. 

3) Если даны а + $ = 180 я А+В —'180°, то удлиняя стороны 
а ис до ихъ встрёчи въ В’, образуемь триугольникъ равнобедрен- 
ный АСВ’; этоть посяЪди ръигается и, слёдовательно, опредёляются 
элементы исхомаго триутольника. 


Рашене коеоугольныхь триугольнивовъ 


Здъсь также должно раземотрыть шесть случаевъ. Могуть быть 
даны 1) три ‚стороны, #) всё три утла; 4) двЪ сторовы и уголъ 
между ними; &} сторона и оба прилежапие въ ней угла; 5) двВ сто- 
роны и уголъ противулежащй одной изъ данныхъ сторонъ; 6) два 
утла и сторона противулежащая одному изъ этихъ угловъ. Можно 
бъшю бы, впрочемъ, свести три изъ вышеприведенныхь шебти сру 
чаевъ въ трешъ другимъ еъ помощью полярнаго триутольника; но 
предпочитають вычислять элементы искомаго триугольника прямымъ 
путемъ 


129. ПЕРВЫЙ схучлй Даны: а, 6, с 

Триугольникъ возможенъ, но для этого необходимо, чтобъ сумма, 
вевхь сторонъ была меньше 360” и чтобъ наибольшая сторона была 
меньше суммы двухъ остальныхъ. Еели эти условн удовлетворены 
то получается лишь одно рышене и углы опредляются по хорму 
ламъ $ 1. Отдеють преимущество хормуламъ; которыя опредвляютъ 
углы по тавгенсамъ 


А у эт 
тая = —— 


„- 


В _ има (фе) ый (ра) 
тв 5 -И 5шреш (р 


мае 6 _ эт (ф 9 шт (2—8) 
2 вт р аа (р—е) 
130 Второй слузлй Даны: А ВибС. 
ЗФриугольниит возможенъ, когда сумма угловъ больше двухъ пря 
мыхъ и когда наименриий уголъ, сложенный съ двумя прямыми, боль 


ше суммы двухъ другихъ угловъ. Еели эти условя выполнены, то 
получается одно рёшене и стороны опредъляютъ изъ хормуль $ 112 


р а _ зщ 5 в (А— 5} 
т зт В— 8) п (6—5) 


ап = — ш (В—5) _ 
8% -И зы (6—5) яв (А— 5)’ 


шие ^^ за Э зш (С —5) 
м: зш (А —З) ми (В — 5) 
131. Тьяттй случли. Даны: а, 5, С. (Полатають в > 5) 


Триутольникъ всегда возможень Опредёлаютъ А и В по двумъ 
аналомямъ Нелера ($ 114), 


в В с вщ АВ ви 
7 С —  @%ь [й в: 
< 08 — ео! 9 чт 


дающимъ полусумму и полуразноеть угловъ А и В затёмъь вычи 
сляютъ сторону с во аналоги“ 


Чл в. э эп 


с ‚А 
1алЕ У т 


А + в, заключающийся между Он - опредьляется безъ 


Уголь 


двойственности, по своему тантенеу; тоже самое можемъ сказать объ 
уга»® = 


т 
3 — › заключающемся между Оя > 


— 96 — 


132. ПрРямьчлитя, Часто въ приложеняхъ нужна бываеть лишь 
сторона, 6; тогда ее опредвляють изъ Формулы: 
608 2 == 606 @ с08 $ + мп а вш В с08 С 
изи 
608 с == 608 $ (208 а 4- чп а 1авб 6 с08 0} 


хоторую дёзають удобною дия лотариемическихь вычислетй при по 
мощи вспомогательнаго угла, если похожить 
Зале ф = ‘ал8 5 ©05 С, 
то получается 
508 $ 608 (& —ч)} 
08 ® 


$08 © = 


Тоть же ©пособъ можно было бы употребить при вычисления 
угловъ А я В; но онъ не предетавляеть большато преимущества 
предъ первымъ, дЪЙствительно, Формулы, выражающя соотношеня 
между неизвзетными и данными элементами, суть слёдуюци 


сора ва 6 = 203 6 606 С + мп: С её А, 


вор в в = 608 а 603 С + т С воЁ В, 
или 


зп С со А = соб а {мп 5 — е08 $ Чапр а 008 С), 
вт С с0% В = с0% В (в а — с03 а (апр $ с0$ С) 


Вторзя гормула становится удобною для вычисленя, при помощи 
вспомогательнаго угла, раземотр®ннато выше 


р: 60 С а (2—9) 

$ 

Изъ первой гормулы подоонымъ же образомъ выводится 

60 С зщ 6—5) 
зщ ф 


«А = . 
полагая 


але о = пр а с05 С 


433. Употреблене вспомогательныхь Уугловъ фи $ равносильно 
развожению триугольника. на два прямоугольныхь гриутольнике. 

Пубть АР (зер. 50) дуга, проведенная отъ точки А перпендику 

с дярно къ ВС- изъ триугольника АШС получается 


ов СР = 86 6 05 С 


8 это указываетъ, что вепомогательный уголъ ‹ ра 
в Войъ кугь СО, затьмь имемъ, 


вов Ар = 5088 ‚ Ир Ари 
68 ф 


Чер. 50 со С 


Триугольникъ АБВ даетъ 


—_м— 


608 с = с08 АР сов (а — 4) == 808 2 608 (@— +), 


08 $ 
_ вв (@—+) _ о она (9) 
о В = Чё АР — зто 


Точно также уголь А получился бы при помощи перпендикулара, 


проведеннаго изъ точки В на АС. 
134. Четвертый случли. Даны: А, Вис, (полагаютъ А > В) 


Триугольникъ всегда возможень Опредёляють а-и 6 поередствомъ 
двухь аналог й Непзра: 


в"? 505 А-В ий вы А-В 


В АВ в .. А+В? 
ТЕ з св —— 185 з а —5— 


дающихъ позусумму й полуразность сторон @ и $ посл чего вы 
числятся С по другой аналоми 


ак Ав р: в 
С а+5 
во з эт — 


135 Примьчлитя Если бы требовалось найти только уголъ 
С, то пользуются Формулою: 
608 © = — 608 А 608 В + вп А эр Вс08с 


или 
608 С = с08 В {— с0$ А + ыв А 16 В 605 6) 


Если положить В 
со ф == 05 В 608 с, 
то эта Формула приметъ видъ: 
608 В ыд (А — 
05 С = 905 В 5щ (А — +] 
т Ф 
Чтобъ вычислить тЬмъ же способомъ стороны @ и 6, тб стоить 
примёнить гормулы 
софа 31 с = 608 с 603 В +- аа В с0Ё А, 
6016 п.с = 6086 608 А -- вш А с В, 
соединаюлуя каждый неизвЪстный олементъ съ данными. Вторая Фор 
мула становится удобною для логариеническаго вычисхеня при по 
мощи вопомогательнего угла ф, ибо принимаеть видъ: 


соз в —_ 6066608 (А — +) 


08$ 


— 92 — 


Если положить 
соо == АЕ А 6056 


то изъ первой оормулы выводится сл®дующая 


606 с0з (В— +) 


соб а 
со ф 


Этоть второй способъ рёшёвя триугольнихя можно вывести по 
предыдущему чрезъ разложене его на два прямоугольныхь. Пусть 
будеть, дЪйствительно, АР (чер. 0) дуга, перпендикулярная къ ВС 
изъ триугольника ВАО, имфемъ: 


604 ВАР = сов евр В, 
вспомогательный уголь ф слЪдовательно разенъ ВАО далфе, 


своё Ф 


с08 В 
Н 60$ 


е08 АР = 
Еф 


1впё АР = 


Затьмъ триугольникъ ВАС даетъ 
608 В в (А — +) 


608 С = с03 АР яв САР => 


шФ 
03 (А — $) _ с00 008 (А — +) 
воё 6 р АР — 6033 


Сторона а позучилась бы, еслиоы провели изъ точки В дугу, пер 
пендикулярную въ АС 

136. Пятый случлий. Даны аби А 

Опредъяяють В изъ гормулы 


зтфзш А 


зщ В= = 
за 


Для того, чтобы триугольникъ быль возможенъ, нужно сначала 
для 105 эт В найти отрицательную величину; если это услове вы 
полнено, то вормула даетъ для В два дополвительныхъ угаа. Такъ 
какъ въ соерическомъ триугольник наибольшая сторона лежитъ 
противъ нанбольшаго угла, то, слёдоватёльно, нужно, чтобъ об раз 
ности а—фи А—В бызи съ однимъ и тёмъ же знакомъ. Если же 
одна изъ величинъ В, въ сравненн съ А, не удовлетворяеть этому 
слов, то, очевидно, что триугольникъ, {опускаюний данные эле 
менты не возможенъ. Если одяа изъ величинъ В удовлетворяеть ска 
завному условно то ее удерживаютъ, а другую отбрасывают. Есай 
06$ зеличины удовлетворяютъ условю, то он обё удерживаются 
Мы докажемъ, что велкая величина В, удовлетворяя сказанному усдо 
вю, даеть одно рёшене вопроса, 


— 3 — 


Когда В извъетно то вычисляють ( по одной изъ аналог Непара, 


@+в А-В 
6 вш —5_ вв 
т 
2 


Тажъ ьакъ величина В которую разснатриваютъ тёнова, что 065 
разности а—ф и А— В получають одинаковый знакъ, то эта Фор 
муза даеть для 9 уголь острый и, слвловалельно для С соотв®т 
ствующую величину 

"Точно также по аналоги Непора вычисляется и с 

эп АЗ Вьов 


< $ ва 
#315 =———4 


зп 


я 


Легко сообразить, что элемекты С ис вычисленные такимъ обра 
зомъ въ связи съ данными элементами. а, $, Аи съ угломъ В, кото 
рый разематривають, впознв составхаютъ триугольникъ. Дъйстви 
тельно, съ угломъ С и двумя сторонами в и $, которыя его включають, 
можно веега построить триугольникъ. Назовемъ чрез с, А, иВ,, 
три остальныхъ элемента этого триугольника, изъ котораго и по 


лучается 
А, — В, 


вп 


хром того по смыслу самаго вычислейя С, имфемъ 
с и * + 8 2:3 А-В 
с0ё я= т < 5 › 

з 


садовательно, 
А, — В, = А—В 
Изъ того же самаго триугольвика съ другой стороны получается 
ша 5 А, 
Яр в п В,. 


Сверхъ того, но смыслу самаго вычислевши В, 


ша _зщ А 


эт $ аа В 


Отсюда вытекаетъ, что 


и, слЪдоватезьно, 


— #4 — 


вш А, — В, _ША— В 
ыи А, + 1 В, яп А+ жж В 


изи 
ош АВ ыы АВ 
Изъ равенства угаовь А, В, и А—В заключаютъ, что 
Запе Ав = виз А + в 
Углы А, + В, ША $ В ‚ занлючаюнцеся мешду О ит, равны, такъ 


хакъ-у няхъ обный тангенсъ. Тажимъ образомъ позучается А, = А, 
В =В 


'Изь тркугольника еще имфемь 


Сравнявая эту вормуху съ Формухою, по которой опредёляли сн, 
находимтъ, что с, == с. 

'Итавъ, по вычислени В, становится извВетнымъ число рёшенй 
Когда рёшен два, то поел®доветельно вычисляють 06% величины С 
и обв величины с,, соотвфтотвуюния обфимъ величинамь В, и полу 
чають такимъ образомъ элементы обонхъ триугольниЕовъ. 

Плриивчлнгя Можно было бы прямо опредълить элементы си 
С язь хормулъ: 

С08 @ == 6030 6056 + 51 6 31 с 608 А 
софа зи В = с08 $ 608 С + зш С соЕЁ А 
Если положить 
апр а — Вар р 605 А о собу == 608 В |апЕ А 
то получается 


608 (@— $) = 


605 и 608 Ф 
а 
'Танъ вакъ можно построить триугольникъ взявъ произвольно двЪ 
стороны и уголъ между ними, то кождая изъ величин с или С, дан- 
С] ная этими оормулами, можетъ быть допущена. Нели 
опустить изъ точки С дугу СО, перпендихулярную вь 
АВ то вепомогатедьный уголь ф равенъ АО, а уголь 
$ равенъ углу АСО; отеюда вытекаеть, что обф раз- 
ности с — фи С — имвють одинаковый зиакъ; онБ 
А т положительныя или отрицательныя, смотря во тому въ 
Чер. 51 одной иди разаичныхь четвертяхь лежать углы АиВ 


е05 (С — $) == 08 ф баб д сора 


— 8 — 


137. Шестой случлй, Давы А Виа 
$ опредфляется изъ вормулы: 
эл а ша В 
вА 
дающей для 2 дв допоянительныхь величины. Сохраняютъ только 
т5 изъ нихъ, поторыя придаютъ объимъ разностямь аи А—В 
одинажовый знакъ, и ‘такимъ образомъ уже дёлается очевидвымъ 
сколько рёшенй допускаетъ вопросъ, 

Затьиъ вычисляють си С по анвломямъ Непера которыми поль 
зовалиеь при рёшенйг предыдущего вопроса. 

Цримфчдная, Можно было бы прямо опредвлиль неизвьстныя 
Сис изъ «ормуль: 


эт 6 = 


608 А > — 608 В с0$ С + зн Вып С своб а 
сора ие = 0086605 В -- в В с0Ё А 


Если положить 
00 4 


соо = сова аб В 605 Ф "лв, 


то получим 


зв (С— 5) = о вш вы (с — +) = ма о 60 А (ац8 В 


Опуская дугу СР перпендикулярно къ АВ (чер. 31) оказывается 
что уголь ф равенъ дуг6 ВО, а уголъ + углу ВСР. 

Абсолютныя величины разностей е—+, С—$ представляют сто 
рону и уголь противолежатЙ прамоугольнаго триугольника СВО, 
сафдовательно, эти разноети одного и того же рода Когда беруть 
с —х обтрымъ, то обЪ стороны СА, СР трвугольпика САШ долвны 
оыть одного и того же рода, в такъ какъ СО одного и того же рода 
какъ и В, то отсюда вытекает, что $ и В одновременно ос®рыя или 
тупыя, обратное происходить, если полагаютъ се —‹ тупымъ 

138. Когда примёняютъ способъ вспомогательныхъ угловъ, и когда, 
Уголь опредфляется по косинуеу, таягенсу или вотангеясу, има вё- 
личину отрицательную, то поступають, какъ бышо укёзано для три- 
угольниковь прямоугольныхъ ($ 128), т.е. вычисляютъ дополнеше 
хъ разематриваемому углу 


ЗВыраженте еторонъ въ четрахъ 


139 Во веъхь предыдущихь формулехъ, стороны а, 5, с входятъ 
чолько въ тригонометрическихь лишяхь; и влёдовательно, ихъ можно 
примёнить всяв}Й разъ, когда стороны выражены въ градусахъ, ми 
нутахъ и секундахъ, какова бы ни была величива радтуев шара по 
отношеню къ линейной единиць. Положим, что этотъ радлтусъ, пра 


— 96 — 


Феденный къ изввотной едивицы, напр. метру, изывряется величиною 
В; когда извфотно чифло секундъ а, содержащихся въ стороив, то 
зегко найти соотвфтствующее число метровъ а,. Если наздвемъ чрезъ 
« длину дуги одной секунды въ кругв, ращуеъ котораго принять за 
единицу, то дуга секунды въ большомъ круг. шара будетъ изив 
ряться величиною Вю, слёдовательно 

а, = вВо 


Такъ какъ семь первыхъ десатичныхъ знаковъ 105 5 ® илн 105 
эп 1 тв же, какъ у 105 ®, то можно въ логариемическихъ вычисле- 
эихь посльднюю «ормузу замёнить сибдующею: 


а, = «В ив Г’ 


Обратно, когде длина а, извфетна будемъ имфть 


в ы 
В яр 1' 


Выражен1е поверхности въ квадратныхь метрах 


140. Поверхность шара радтуса В выражается чрезъ 4#В*; по- 
зерхиость триугольника съ тремя прямыми углами, составляющего 
з 
х 
восьмую долю веего шара, выразится чрозз —;-; есди поэтому на- 


зовемъ чрезъ Т поверхность триугольника, схерическй избытокъ ко 
тораго есть 95, то получимъ 


т 5 
80 
Такъ какт, соеричесвай избытокъ 25 и уголъ прямой р выражены 
въ сокуждать, то коеффищенть р равенъ числу « которое зам®- 
няется эш 1", отсюда вытекаетъ: 
Т = 285 аа Г 
Въ геодезических приложенгяхъ, принимая землю за шаръ, бодь- 


шой кругъ котораго имфеть въ окружности 40000000 метровъ, длинна 
Во дути одной севунды получимъ изъ оормузы 


_ 0000000 _ 10000 
888000 — 384 › 


10000 
32 › 


Во 
откуда 


в =а 


7 зш РЗ 


5 ( Ч) 


— 91 — 


Вывесть изу формулъ сферическом тригонометрии формулы плоекой 


141. Положимъ, что начерченъ сферический триугольникъ на шарЪ 
очень большаго радгуса, и примемъ зе единицу длины какую-нибудь 
линпо; пусть в, $,, с., В чиеза, представаяюнщия стороны и ращусъ 
измвренныя этою единицею, тогда будешь имЪть: 


а В 
ор сеть 


В В В 


№ли В увеличивается безконечно, между тёыъ какъ стороны а, 
$, с: сохраняють конечныя величины, то соеричеекй триугольникъ 
будеть имьть предфломъ плосый триугольникъ. Дуги а, $, с прибли 


жаются къ нулю, а произведеня В та, В за ф К я с,. приближа 
эта 
а 


а= 


ются къа, 5: с, дъйотвительно получимъ что К в а = Ва 


эш а эт & 


а, — `` вромВ того, Тип 


—1 слёдовательно ми (Каша) == а, 
Ч а, 
точно также нашаи бы что зап ( В яв кз = 3 


Положивши это, соотношенля 
Бра _яаф ще паи ВЗша Ват 6 _ Виве 
эзвА зшВ вщС эт А зш В эт С › 


когда К увеличивается безконечно принимаютъ видъ 


Г Е 
ША зё В С 
Формула 605 а = с08 $ 6056 + зпфяшс с03 А, когда въ ней зам $ 


в 


няють с08 а чрезъ 1—9 я $ 


& также с08 6 и сов с обратится въ 


в $ О ф с .. 
а В з з з 
8009 5 = 51" + 80 Е Зи: $8 5 816906605 А, 


. ы 5 \* БЕ ь : 
(ь 2) (Евы +) + (взт 5) Е (= :) [пы #) 
— 1 (В эвь (К эл 2) с0ё А 


Когда К увеличивается безконечно Формула сводится БЪ 


(3-6 нь 


= + 1? -— 25, 0, 608 А 


или 


— 88 — 


ГААВА Ш 


Приложен! я 


Прыведеще учи къ зоризонту. 

142. Даны уголь АОБ шевду пряными ОА, ОВ, в углы, которые собтавалеть кож 
дал ввъ этихъ прнимхь съ вертихелью ОЙ; требуется пайти уголь А'ОВ', между про- 

В скщиме примыхь ОА в ОВ да горизовтальной плоскости (чер. 59). 

Прамыя ОА, ОВ, 02 образують триграчвиит, котораго ве три 
трана извжетны. Недавъстный уголь А’ОВ’ изыврлеть хвугранвый 
уголь, противолещенИ грани АОВ; овъ получается посредетвомь 
одной изъ вормужь, слушещикъ для рышевн триугольниковь #0го 
угольвыхь ($ 19%). 

Примъчанти, При помощи теодолито получаетвя прямо уголь 
вутраннана `07; вожно тёцже изифрить п нождый изъ’ угловъ 
104, 208; отеюда выводить вычнелещемь, уголь АОВ, пользуясь 

Чер. 59. Формулами третьяго случая при рёшени косоугольныхь треуголь- 
НиковЪ, когда отысвивается только угозь АОВ, то прибъгають ко второму способу ($ 139). 
Найти разстояще двузь точека А, В, ни земной поверхности, по изеноннымь ить дол 


зотамь и зииротамь. 
143. Пусть Р верный подюсь (чер. 53), соеданавъ точки Р, А, В дугвин больших 
зруговь, я найдомъ сначвле сторону АВ въ «радусахь, мннутахъ и секундахъ. Тамъ 
залъ доатоты считеются оть @ до 360°, то уголь Р равниетея 
разноети менду двумя Холготами { и # объикъ точекъ, если эта 
разность меньшо 1809. Стороны РА и РВ выраженным въ гра- 
Кусвхь соотвфтотвенно, будуть 5), 9», гд8 верхше 
Е Е зави дозевы быть относвмы къ току случаю, когдь широты 
— Ла)" суть овверный, в наныя, когда Хи }'-— южный. 
Сюда прилагоютсв Форнулы третьяго случая, второй спо 
чобъ {$ 138). 
Зная сторону АВ въ градусахь опредёляють ен диину въ 
Чер. $3. зотрьхь по зорнулв ($ 139). 
По изоветнымь дозотомь и широтамь треть точекь А В С на земной поверхности 
зайты поверйосии, призольника АВС. 
144. Построивъ по предыдущему триугольники РАВ, РАС, РБС (чер. 54), изъ ко 
торыхь въ хаждонь извзотны деф стороны ч угодъ, между ними лежвний, по ворму 
закъ третьято случая, способа перваго, получямт: 


Р 
д 


р 
—РАВ + РВА РАС + РСА 
«7 о=РАВЬРВА, „РАСО 
7= РС РОВ 


Чтобь понво вомить позожимь что точка © закзючается въ 
эюзо АРВ, козлчество 
> _х ) 
Чер. 51 В 


есть вехичииа позоядтельнев вл отрицательная, соотв ®техвенкому тому, нафодитон хи точка 
С вн ызи илутри уреугольние АРВ; сперхь того ея абсолютная вохичиле ризнь похо- 


(2+: 


— 9 — 


вив® воеричеекаго пабытка треугольника АВС. Коль скоро иввфолеть соеричеснй пабы 
тонъ, то обрнуль $ 144 даеть искомую поверхноеть въ ивадратныхт, метраж, 

Облемь параллелинипедв оз бунтии трехв смежныхь ребрь и узлов, образуемыхь ими. 

145. Пусть ОА, ОВ, 00 три смеяныхь ребра параззоленипедаз назовенъ чрезъ /, 9, ®, 
яхт анны, чрезь Л, В, С двугранные углы триграиника, вершина хоторого въ О, зрезь 
а, Ъ, с противолетация грани, а чрезъ У иововый объемъ. Изъ точки С опускцешь пер- 
певдикухяръ СТ вв грань АОВ, и воединяемь точну О съ точкой 1 Повержнроть параа 
дедипипейа, етороны которого {и у, буетъ 


1% #1 АОВ == (5 ва 6 
перпеюдихулирь С1 выразитея чреяь 

бе за СОТ 
но изъ орвмоугольнаго тригранвииа ОСАТ подучается 


в СОТыва СОА эт А =зпфви А 
откуда 


У — В яп бат сзпА = 3/97 вп бер свт Асы 2 


А 
Сели авывнить за = Е ихъ велючияома въ зуякии @ 5 с ($111 то объемь 


выразится тазт: 


= Изо р аш (р — а) п @-— 5) яв @-— с) 


Объешь тетрадра, смежными реб} цыв вотораго быша бы { 4 В с ставлиеть одну цестую 
предыкущаго объема, 


Чиеловых приложешя 


146. Паевый пепыаеь Даны а == 6408473374, 6 = 102348", с=е З6МЫЗЕ 8 
Опредвлить пепзвфотные А, В, С изъ вормудь- 


шв Вы 


— бар а) р 


а= 6539”.6 | ра 30 073 | 10 ва (р -- 8) =1137408а 
В= 750230" | ро 659390894"5 | 16 тир И =1.5949130 
= 5618194 | о. фЗивеВ" д | №5 ат (2 а ТТИ 


Эр == 1979037057, 2 = 88 139”.9 | 105 ва р 8951760 
Вычислете А. Вычислеше В 
Е эп (р — 5) = 1,508810 106 зи р в) Е ТЯЗТВИ 
1ю8 вт {р — ©) ТАН 108 эп (ра =7,314685 
05 зш ро == 0,0098960 в ро 50048960 
Ю8 т (р — 4) = 0,280515 — за р == 0,4056880 
76894936 9476866 


Е ых 7.804746 5 ИЕ ® = 9878433 


4 р] В вия 


Вычиозеше С А = 6956957 и 
14635 В — 8872347”, 


Ы 
1.594370 бы БР, 
9,0048 260 А+В + С = 91793230" 1$ 

ФЕ шт ф— 6) = 9,1189359 откуда съерпческй избыток 


— 98— 373230" 18 
ОВО 


ор маЕ н =тчие 
2 в 


Прямое вычислене сфораческаго избытиа 


8 
ле 9. чате 5 
106 мор 2 — 0,0888643 
5 =, 
— — з 
пор вов т те 5 = эзотуя 
ра ЗИ 95 > 39397307716. 
Тор шив о о ТАНИИ Разиоеть съ перьою вояилынию 
5 шие 2 "15872158 роза у’ 08 
3,4865807 
147 Второй Ириизръ Вычислить разстолще эть Парижа до Москвы 
Даны: 
Долгота Парта 4, — шврото 4866700’, — донолоеще #190948" 
я Москвы 3891/30” 35945713", 34914747 


Формулы. 


ата ре рб ею С, сов с °С Ш аура ‚ &—11009748' окт 30 
509 
Вычношене $, Вычпешеве ©, 
195 ла р == 158830080 108 в03 6 =1;9113087 
108 св сз `1,9118081 №Ю$ сов (а — р) == 1,9909366 
—— 105 08 ф == 9,8584315 
16 в фо ла иль _— 
$ =29003734,61 ов сов с 7,9659768 
в—р— 19061,36 с за" 47 == 80084,37 


Вычнслене © Въ метрахъ 
Фориухь. 
__ Зет 10000 


378 
ов 80584.31 == 4,9069508 
108 1000 = 
105 93: —3.4895550 
08 е = 6,3956995 


< ИЗИ метрь = 9487 вияонезрань 


Решить вонровы 


1, По данному пряноутольному соерьческому треугольниу, эденелты котораго а © 
‚ 


В донвавть, что другой прямоугольный треусольнявъ дорускаеть элекеаты 


ебу а ВВ 
дучаетсн: 


2. ожи ивоветь чрез [, &, Г; ордонвыя хин и сверическаго треугольника 10 по 
вов В со с 
08 1 == ма р 005 с 


ева га в 
3 воз = 86 08а > ЕЕ 
св 5 со 3 р 
3. Если чрать (, 4, 4, вазвать биеселтриоы углов езерическаго треуговьнияй то 

позучитоя: 

- А . в 

зо фз о с08 => эм сыр а 20 
м Бр в — 


с 
вода 6 со © 
ера 208 и, 


8 


з 
4. Дон мвлый круг» и точка Р лв шарь, чрезь точну Р ироведень коной нибудь большой 
востоявяо, 

Если нозвать 


щ@+о › 
кругь, переовкаюрий малый въ А и В; доназать, что пронанедене бай 


Чаю РВ 
з > 
чуаъ 98 сжеричеекй избытохь треугольныха то будемъ ныть 


1+ 203 а 4+ с08 6 + 003 с 
068 = ЗА 
20$ = А 
Фив -й ов вов 2. 
з 9 2 
а ь В 
Тс о рено со вой а со а 1 
а бы = заб в бо © 
и сов вое фо 5 
1 ой $ о ь 
ры 


2х Во 


2 09 
А 
В» этихъ Формузикь ф озпочветь полуперпметрь в Д величаву 


У ар ив [р — а) о р а {ра 
6 Когдь хреутодьннкь прямоугольный, то 


лов В = шк а 
7. Если пазвить чрезъ а, 2, 1 куги соедпяающие по пьрпо средииы стороеъ свери 
ческого триугольцикь, то получается 


208 & <08 В 6087 1 + 6086 + с08б + сове 
ов. сы 
* з 


и- О 


— 208 5 
2 < 


в 
8. Бан продохнить дугу & до вотрьчи въ Г со стороною @, в есяя напасти отъ точкя 


Р во дуга « даону РЕ, ровную <, на сторояв а дааяу ОР, равяую > то треугольникь 
взбызжа. 


РЕБ будеть прямоугодьнымь въ Е; в дуга ЕР равна будеть пояовин® сеерическаго 


— 39 — 


„ 
3. Пусть А, В, Си А», В', С’ вершины двухъ полирныхь триугольнаковь, прове 
девиыхь па шар®, центрь котораго въ О’`и раусь которько пранять за единицу, }, 5, 
у углы АОА’, ВОВ’, Соб’, вазонець о в У объенъ паролледииипедоьь, которые лить 
смежными ребрами, первый ОЛ, ОВ, ОС, второй ОА’, ОВ’; 06", тогка получниь 
х=- Эта вов Деемиь воз Взнос 605 
У =: Эн А-с08 Ава В 203 ай С 208 у 
о __ эта _ т _ ве 
Я — зада — Зы #0 


соя Х 08 в со узи за @ мо Баш А вт В ма С 


осо Х 008 р 08 У 


; ` 
рав ова бои с № вп Ава ВзаО 


19. По данвымъ чпезу п величии? граней превильнаго трех раиника вычислить уголь 
двутранмый, угодт, холуса впясанньго и конуса опиевлного. 

Приложеня къ провильныхь многотранниквмъ. 

11. Когдв овыловой дучъ проходить чрезъ привиу; Жосвевно к ел глозному сйзенно, 
то зучь падающй и лучъ презожденный обралують окизъ и тоть же уголь сл ятажъ 
тлаввымь обчевень. 

12. Рышить озерачесй примоутольный тругольникъ по изавствымь типотенуь в 
дадуеу круть воноаывогое. 

33. Решить сферичеенЫг трнугольникъ, когда извфетны 

1) Основаще, высота и угохъ при вершин. ^ 
2) Осповавте, высота п сумыа или разность двухъ прбчихт сторон 
3) Осповаше, уголь ара першинй и умно пля разность двухЪ других сторояъ 

14. Вычлолить равстояжя оть лоднеа иругл впиеаняаго въ трлугольният хо трех 
ого вертянъ, и разетояна оть ножюса круга оппезянато до трехъ его сторон. 

18. Решить соеричесый триугольникъ, когда озебстны: основаще, одпяЪ лзъ прнае 
жощихт углов, й сумиз пли разноеть двухъ пругахъ сторопъ. 

16. Котдо энешенты сзоричесяаго траутозьника удовшетноряють отонолянть: 


вы АВС _ 


1 
эпа #06 ве 


то дВ® изъ сторонъ равны утдимь протяволежщииь з третья состтвляеть допознена 
уга протеводетащаго. . 

17. Рашить соероческ!й триутольвияь аваи суммы, полученный оть рибавлени въ 
каждой сторовв нротяводежинасо угаз. 

18. Нь поверхяостя шара радусе В ночерчевь. мадый кругь родбуса г, окружность, 
хотораго раздклена пропорщюнольно чяслонть # 2 $ и точки дЭдешн А В С соедвнены 
дугами болышато круга. 

Требуется вычшезить сторопы сверичеекаго триугольянко АВ зъ иетрахть, поверх- 
ность въ ивадратныхь метрахь, а углы вх градусах, мивутехь п секуздахь при 
этохъ пусть 

В 6366198 метрахь 
В оз [48950'13"), 
'Задача на коякуроъ пря поступленя въ „Полителническую Шкоду» въ 1856 =). 

19. Дуги большаго круга, проведенные отъ одвой п той же точки въ вершинам сее 
ричесного треугольяяки, опредванють па сторонахь шесть вегментовь; коказать, что про- 
паведев!о спаусовъ трехъ сетментовъ, не пизющихь ‘общей конечной точки ранно произве- 
дентю сонусовъ трехъ другиху, естиентовъ, Обратидя звдач» 


г 


— 33 — 


2. Пусть какой вабудь большой круть опредъдлеть на сторонахъ соерическаго три 
утольвикь шесть сегыелтовь; довазать, что проязнедене синусовъ трехъ согмевтовь, ве 
пывющихь общей конечной точкя, равво я противопозомно по знеху произведению еиву 
<овЪ трехъ остальныхь. Обратная задача. 

Э. Дуги, проведенвын изъ вершинь тряугольника въ сродни протавузежащяхть сто 
1овъ переевкахотся въ общей точк%. 

Дугп, дваящ углы па двФ. раввыхь части, пересвквются въ общей точяв 

Дуги, проведенный изъ вершинъ перпондикулярно яъ противулелащныь сторонвит 
пересфваютен въ общей точкй. 

Дугя, проведовных чрезъ вершины такъ, что 08& дфаятЪ поверхяость триугольняка 
ва дв разныхъ части, вереефкаютел въ общей точ, 

29. Дань малый другь, полюсь вотораго С, и точна Р, чревъ точку Р проведетъ про 
азвольвно бодьшой кругь; который ветрёчаейа св мазымъ вругомъ въ Ап В; доказать 
что проазведеше 


АСР 


СР 
рае СР нь ВО оон 


БНИГА 1 
ДОПОЛНЕНТЕ КЪ ТЕОРТИ КРУГОЗЫХЪ ФУНКШЙ. 


ГЛАВА 1 
Умножензе н д%лен1е 


Формула Меавра 


148, Нвзовемь дип сопрыщени бушвою бсныволь,/ 1; а зревъ +: хавую-нибудь 
мнимую везизиву, гд% а и ф предетавляють собою двп веществонныхь количеств, яе20- 
патедьвыхь пли отрецательныхь. 

Пусть х число позовптельное к а — уголь можно веегди положить 

дет за фреза 
откудь 


я а ь 
ау И, 08а =“ вва= 
Уй+ + ы 
Товикь образохь мнимое колочество предетавяюется въ видь 
т сора =. 


Число 7 называется модулемь ® утолъ = —* праумениомь миныаго количестиа. Модуль 
эпола опредёлень; но аргумевть пифеть безконечное чибшо значешй; пбо ведпчана его 
опредъянемая во спиусу п коскнусу, будеть предотованть собою ВЫХ дугя, ныходпиця изъ 
одной точки окружности и отаочеюшщуеся между собою вв число кратное Эх. Отеюда 2% 
дуеть, что для рапевстви двухь инимыхь подпчествь необходимо а достаточно, чтобы мо- 
дулк ихъ были ровыы, а пргумеяты отличазись бы между собою ва число кратное 9 

Въ этомъ общежь вид инамыхь колочествь заключаются и дЪйствительныя ибо 


+ [608 0 + ё9щ 0+ 
я (08 фа пух. 


'Такныъ образомь вещественное, положительное количество можеть быть равематри 
ваемо, кокъ количество мнямое, аргументь котораго ееть О количество же отрицетель- 
ное кавъ иникое съ аргументонъ ® 


— 3$ — 


Котдв дано мнямое количество а + М, и пужзо пейте ето модуль я вртухевть, то 


$ 
сначади. вычиельють оргументь ло Форму л8 к ==, потомъ модуль ва вырьжема 
"= 


в 
= =. Зв га , аввхючающуюся между О в 
за 14° * = дна « приниизють дугу; цу ду 


, зав 
межку Ти ЭМ, смотри по тому, положительна или отрицетедьна величиие $. 

149. Перемножая выражен с05 & + {9 а п 608 В {- {Ма В, по правилу почлеле 
я мвимыхь количествъ, неходамть 


(сов @-Е вт а} [вов 5-Е ми 6) =з (608 @ с09 В — вш @ в 6) 2 (0 @ вов В еов а ат К 
вяи 
(с05 аа а) (08 6 + ап 6) == соя (а РЫ +1 @ +8). 
Если умножить 06$ части этаго ревенетвь ла множитель сов с + $ 81 с то поду 
золоя такще 


{вов ага @) (соя Б-Р ыл В) (ое о4 в 2] т сов (04-6564 вп (а 64-е 
И вообще будемъ анёть: 


# {08 4-Е вп а] (008 брат 6)... (208 АЕ в 

= сов {а--Ь., ЕЕ вт (46...44). 

Положвыъ теперь, 970 при унножени не слъльно принедевя, тогда Кайствитедьлая 

часть дасть вов (@ Оф... НА), в коеооященть при р будоть мп @464...+Ъ 
въ ФунЕЦИ срлусорь п коеинувовь дугь 4 в, ....- ‚В., те. пожучимь 


(08 аа 4} (608 Ваш 5) (света 6}... 
2208 @ 208 $ созс... (14 Г об 2; (1-5 лв 8) 1+ ав ©)... 
сай назовемь чрезь $ суму твягенеовъ, 3; сумму произведен отихъ таягенсовь 
попарно, ит, д» 
{О ваё а) (1-5 об И (вор ©}. 7, = 1+8, $— 6 8, 488 Ш 
= 3548; —...)42 6, —8:+8:— .). 
Отеюда выводять 


18} (ото фе+... ) == 208 а 608 В 08 ©. 
(9 вы @+ё+с+... |008 @ 08 8 08 © 


0 5+8... 5 
.. Ве В, + 
азивляя одно изъ этияъ раненетвь по чаелпо но другое, получнить 


5.8543: — 
[С тв аб 4+ ей 
Еези въ Формуда (1) позояять что м дула Ве 


‚ реваы нежду собою то по 
аучветой зорнуае, 


[2 лова ф шп в) == с08 ма {- зат ма 
взвйстиая подъ йазвашенъ ориузы Модвра.. 


150 Пусть г из” модули, а хи а’ вргуненты двухъ юниныхь козючествъ, тогдь, 
х (03 п а), 2" {605 а’-Е ВР аи => ги’[воя (а 5) + Ева (х + а"]. 
Тапииъ образомь, пронзведеме нъекольить инилыть воличесивь даеть новое минмог 


поличверно, у коттораза модуль равеяз промлоеденфь модулей, п ортуженть сумшь прнументовз. 
‚ Точно тыпке пифемъ 


ха Е МВ а} 
7 (вов а’ Раш г 


[208 (а — я’ фев а <} 


дбо, сев умножить второй члень вв дАзителя, то подучиыь дВавмое, Такижь образом. 
частное деуть иннмыть кознчеетеь пижеть модулемь часнное модулей, а ариументоть 
разность пруужевтовь 


3* 


— 36 — 


Двафе, тать кахъ 
{+ сова фавы а] Жи (08 та {в ва та). 

То т-вал стеневь инымено козмиства ижиеть модулем» т--вою стемевь модуля в 
преументонь произведена артумгнта ва т. 

151. Пусть тенерь требуется иавлечь корень 18 ой степени из® найнаго количества 
г {00ва4- Е а); вопроеъ сводится пъ тому, чтобы войти инциую возичину соот и, 
которая, будучи зозвышонь въ стелень зн, привела бы къ каняой- саЗдовательно нужно 
выть 

р" Эр {вов пн + аа ты г (008 а ый а) 

Для равенства отахъ двух инннихь козпчествъ веобходино, чтобъ у нкъ модуди 
были раввы, в аргументы, води я не равны то разнились бы между собою ла какое-побудь 
вратное чнело Эт, поэтому 


реет тона я 
отвуль 
И 
оля 
ри т т 


Различный зночен я пекощио коряя будуть допы для зормуды 


= + т ит ) 
о фаза 
от 
ра . 

ь хотороВ 2” веть аряеметичесьй коревь г а букий / какое нибудь чеоло алое, подо 
звтельное ная отрицательное. 

Изъ этой Форжузы очевидно, что невзевстяое допускаеть М раздичвыхь значен й 
И дьйствительно, если двданъ { вс® 4 послёдовательныхь заачен 


тез... ® ШИ, 


а 


: 
10 получаются т резичияъ пмфющихъ одинъ и тоть же модуль 7® а вргументоръ этахъ 
ведачинь будуть дуги 

а д, я 2 а Е 

м Ти т т 


представлиющея в0бою ариометическую прогрееено. Дь® какй-нибудь изъ этихъ дугь, 
фаздачаясь ненфе чвыъ на Эл, не могутъ пифть одноврезенио одаихь и тёхъ ме снву- 
еов\ в носинувовъ; тавии» образомъ, веб м везичицъ, пчъ соотвЪтетвующехь, различны. 
Еозн бы мы ирихьяи К авызеня т, т, №43, ..... ‚ пренебрегая кратаныъ злеломъ 
п, то получияя бы уже нобденные эргументы, и ТВ же вамые хорчв получились бы въ 
том же порадва. Еели бы мы прилавили эвочении отрицательный — 1,2, —3.... 10 
опять похучиаи бы тр же самые корни, во въ обратномъ поради® 

Товпиъ образомъ, т вой корень ДИВОЙ ведачины допусваеть только т различных 
знаем. 


Ужножен!е дугъ 


158. Уже въ кивгв | ($35) было укозано орьвихо вычислена сипубать к косиусовль 
пратныхь дугь въ посхвдовательномь порядк8. Формуле же Мовора даетъ непосредетвенво 
сивусъ я коспнусь кекой утодво вратной дутя, Дьйствительно, раздьгав эормуду ро би 
пому, пожучаеьты: 


(оза Е Ила Монсонма 4 т вооам- ата — ий 204" 3 авы? а 
_® пм 


ав сои За ще о + 


— 371 — 


жт-1 
Е. 


т (я 


= [совм а — 508" Зап а + } 


608" Зазтза + 


+ ам" Завоа 


Но теж вакъ 
сов а ыю а) -5с08 жа {в ал та 


то 
зв {т 1 а 
6 соб ва сои И В има зао + 
: з тт Пт - 
а бо и та яво — а Заноза +... 


РазаЪливъ по чденно вторве из% этяхъ уравнений на. первое и содрать вторую часть 
равенства на с05& найдемъ: 


т т(и— Иа 
пет 


И ое 
1 та‘ тема + Тата запа 


Тат кавъ Формуза !6} содержить тольго четныя степени $1 2, то, веди авы®воть 
зи4а чрезъ | — в0:йа, оказывается, что с0з та выразится цвлымьъ нногочаеномь сте 
певи и отновитошьно с0ь 6, к что, пром того, этотъ многочлен будет» содертать толь 


ада о... 


8 аль ив 


® зотный степени, воли п четное, в нечетаыя, водв 91 вечетыое. 
Чго ивеветя До зориуаы (7), то пахо различать двв случаи, Когха из число нечетяое, 
то Формула будеть заключать только четныя степени сов @; если замнвть с0?а чрезъ 
1 — зна, товИо ма выразится цаляь многочденомъ стеледи т и будеть зокмочать только 
нечетный степовы п а. Жогдь № четное, то вормулв будеть звишочать только вечетныя 
стешеви со и; с08 & берется общизь иножичёлемь; величина въ скобивхь будотъ цъдымъ 
многочшеномт стейени т —Т в будеть содержать только нечегыя степени вт а 


Це тенае дугь 


Эт6 вопроеъ обратный предыдущему. Ио даннымь хрушеымь (функияиь души, зайти 
хруовыя функщи дули, сосиинляющей часть первой. Выше мы разсмётривали проетайшьй! 
случай, № пмевво, когда дуга дфяютов за ЯВ раввыхъ часты (5 37), теперь же мы разбе- 
рекъ воирось вообще, и предволожниь свачаза, что дура АВаВТся вы три равныя чести. 

158. По данному косинусу душ найть хосцнусь трети этой душ. Иаъ сботвошевя 
(6) выводить, полагая т == 3, 


с05 За 1 с6813 — $ 608 а 


08а — $ 206 4 & 034 
а 
замфняя п чуегь 5 подучьень 


сова = бой? 9 —- $ 08 у 


в 
Назовомь дяв простоты вовурёетное с08 -; чрезь д и зрезь Ь пехичаву 005 @ то 
озучится ураяненГе третьей степеви 


8) 2—- 


Пегко доказать, зто это уравнене шыжеть тря д®иетветельвыхь хоряв. М семонъ 
хыв довкоху восипусу соответетвуеть дна ряде кугь опаячивающихся в Моя въ М’ 
(чер 55); пусть дутв АМ равна третя дуга АМ Тазф хокъ дуго АЕ можеть быть уве 


— 38 — 


зинень наи умовымела на одну, дв, ря, .›, окружности, то и дугу АМ нужно уве 
азчить ызи ушеньшять нё одну, АБ, три, ‚...., Дуги, райныя & треть овружности, что. 
и даегь три ряда дугь, прамыхающахь въ вершинвиъ ровносторонняго вниезанаго тра 
утольнака ММУ. Водьмемь такие треть — АЖ" дуга — АМ, в 
начинеа съ точки М’, нанесомъ, одву за другой дуги, раваыя трета 
окружности, тотдь цолучимь три повыхъ ридв дугЪ примыкающих 
къ вершиньяь втораго равбостороннято триугольнака УР, 
06% точки № я М’ симметричны по отношению къ Меметру АА’ 
зоб самое звивчеется и относительно точекь В.М’, МУЖ, Отоюдь 
вытоваеть, что дуси, кончвющёнся въ вершинаху втораго триуголь 
вика, омЪЖугь т% ве носивуеы какъ и дугв, оканчиваюдщияся въ вер 
шинахь первато трвугольнииа. Вообще дуги, оваичнезющиск въ 
вершанахь этого траугольнива, копуенають три различпыхъ хосинусв, тахимъ образом. 
уравненйе предотаваяеть три дЪйстватольныхь п различных корня; эти вай три зория 
завлючьются мешду — [и +- 1. Дая ровезотаа хеухъ корней уравкеши необходимо в 
Хюстаточво, зтобъ дз вершины перваго триугольните быди спиметрачны ло отвошенно 
в» Мвметру ДА” но тогда остальная верпшнь созпедоть еъ точною А ядв въ пофною А 


Чер, 55, 


зто упезывветь, зто одла ваЪ дугь 5 есть О иди я; и соответствующая везичива дугя 
в будеть 0 аии ЗЕ, п сябдоватольно, дошный косвпусь будеть ровень + 1 ав — 1 
Ураввовйо допубкьсть въ мервомь сдучет, простой хорень +- | и корень двойной — 


‚ 


ь0 ъторомъ случав проелой морень — { п ворель двобной +. 
фулонри по уравцен! 


15%. Ло данному синусу души найти синусь трети это душ 
Изь соотношен{я (1) выводаиь, полагая 2 => 3, 


81 34 =3 6084 вт а — МнЗа == З аша — & #8, 


. Яогко провьрить эта 


хан а прь © 


аш @ = а 


св 
Коли чрерь = вазовомь ноязьволное бп у, в трооъ 5 данную величину в и то 
«озучшиь уравнеще тротьей степени 


(5 в феи, 


Легко довьзоть, что это уравиеме вызоть три дайствительныхь корвя. Въ самонъ 
двяЪ, дванону свнузу соотезтотвуеть дна рада дугъ, онавчивающихсл въ дзухъ точваь 
И аи {чер. 58), зежащихь па зв параллельной Деметру ДА’. Если а обозначеть 
одну изъ нахз, 10 вс дуги будуть заплючаться въ квухъ орнузахь я | а, (28+ Пя 
Всаи выять треть ‘дугь, овавчивающикся въ М, то получите три ряда дугъ, овъпанвмо 
щьхея къ вершжнамь равносторовыиго триугольяика МММ, л которыя выражаются сор 
мухой Е + $. Есаи же взить треть дугь, нончающихен въ №, то получится три ко- 


выхть рада дугъ, скаичивающихся въ вершинах равностороннато три- 


угольника №", в которыя вырвзатея Форяузою Чех 5. 
Суммь первыхь х вторыхь дугь ныбеть видъ Ека: 


прихоть веавчины # м {’ удовлетворяющя соотношеяню {4-Е ЗА 4-1 
ТАВ # ДВРОе чисд0, то-эт® сумна намёнитсы нь (2% ++ п; во 5 
въотно ($.18}, что вогиь сушиа двужь. кусъ есть нечьтвое мрытное 
чяело К, то ти дуги выбить одвЕЪ в ТОГЬ ше свзусь в, слздова- 


тедьво, ихъ концы паходятоя ка звыв порьзаезьной Паметру АА» Тавамъ образомъ у 
обоахь трвугольниковь вершины овходится ив динихь, первачельныхь еметру АА” 
такъ кекь дуги, овакчивающуеся въ воршивахь втораго триугольвив, выФитгь тоть же 
сннусь вадт и дуги, олвячивающиноя въ вершинахъ первато триутольника, то можно отра- 
ничиться роземотрьемь поох®дваго, Вообще дуги, ованчивающёнся въ вершинахь этого 
траргольвико, допускають три резлачныхь сикусв, в потому уравненю пизеть тря дВЯ 
ствтедьныхь и роздичныхь корня; этя кори закзючеиютсн мевду — Г в + 1. Для ра- 
венства двухъ корней уразнеши необходяно, чтобы обв вершины триугольныка находи- 
аась нь лиш параллельной Маметру АА’; я тогда треть вершьнь совпадеть съ точ 


х 

хою В паи съ точвою В’ зто указываеть на то что одна илъ дугь, веть + = 
т Е 

аи -5_ увелвчяяа соотнётотвующья дуги будеть + 5" — ^9- и, озбдотьтедьно, 


данный синусь будеть равень -—1 ван +1. Уравненю допускаоть въ первомъ случь® 


простой корель +1 и хоронь двойной — + во второнь ше сауча® корень простой — | 


ира пвовня + Г 
156. По данному ининенсу душ нвйти татенсь рети этой же дум —Изъ соотво- 
шении (8) выводить 
Зара — ваза 
о 
а зизшия в чрезь 
в а 
Зы д и ч- 


Чащь а 
1—3 1608. 


в 
Если чрезъ д назовежь попзьвотное (шоб у т чрезь © дониую полнчляу (пб д то во 
зучимь уравневе третьей степеви 
1) 3 — 3655 — уфе, 
У этого ураниен три дъйствительвыхъ зория. Въ санонъ дВаь, данному тавгенсу со 
отвътетвують дуги, закаючающияси въ Формуд» ЁП а м опанчявающичея нъ двухъ 104- 
ах, Манетрьльно противупозожныхь, Ееди взять треть этахъ дугь, то сначада полу- 
« а 
пзея дуть -5_ р иь ду а прибаваяють ® произвольное чнвдо рать; стазо-Фыть г дуг 
® 
нужно приложить 
такимь образомь получаете шесть рядовъ дугь, окаичивающихся въ вершинахь правлль- 
наго шестиугольниха. Таз какъ дуги, окайчявающыея въ двухъ Маметрально противу- 
полижныхь вершевахь, цивють одинъ и тогь же тенгенеь, 70 позучаетея трв раздач- 
пыхъ тьасенса, откудА заключеють, что уразиешя пыфегь три х®йствьтедьвыхь и рая- 
дачных» корни. Уравиевю ве мотогь ныфть трехъ раввыхь корней, такъ вакъ трк но- 


„тв. шестую дозю опружности, посхёховательно нъеколько раз; 


сяЗдовательных вершины шестпугольнике пажодится ив Одной п той же полуовружноств 
а 
158 По данному с08 @ наити 05 я Соотношеше (8, иъ которомь замъинють & 


В . а . 
прозъ уз КАОтЬ дал Оредьхев "и 605 | уравнение сгононы № поетдв 


А АЗ А... 


Дуги, хопускалюнйа дланый восниусь; пражыявить къ двумъ точвамь М в М, спьметричво 
разположевиаиь отвоситезьяь дочетро. АЛ"; если поить: з-вою часть дугь, овчающехея 
эъ М, то нолучатев 5 ридовь дугь, привыкающихь къ першинамь сривидьвато мзого- 


— 40 — 


утольвака, инбющего 2 сторовъ, есав 30 вадть м-вою Часть дугь, кончыющихем в М 
то позучится т яовыхь радовъ дусь, праныкающияь къ воршивань втораго правяль- 
иго мрогоугольника, саиметричного первому по отношению ть Маметру АА’. Тезъ коб 
дуги, оквнчивающыея въ вершивахъ втораго иногоугольнияа, вуйютЪ тоть ще восинусъ, 
закъ я дуги, нончающуися въ вершинах перваго моогоугольнике, тО получеетен такниъ 
образомь т рьзтачныхь везичиь дая 08 = и, схвдоватедьно, уразнеше предетав- 
диеть т дЪйствитеаувыхь в реззичныхь корней, заключающихен менку —Ти + 1. 
Див равенства корней уравненн необходимо и доетаточно, чтобъ дв изъ верминъ 
первого хногоугольникь были сиинетрично раепохожены” относительно мМашетра АА’ и 
тогда во® вершины, за поключенемь вершвиъ, соврьдающикь съ точками А к А”, будуть 
во парно, сшиметрично распозожены отиосительно маметра АА”, Ееди 2% число нечетвое, 
то одав ивъ вершинь совпедеть съ ОДНО игЪ точекь А н А" одна изъ велочинь ду 
тв = будеть О пли П; величина соотафтствующая а будет, въ свою очередь, О нда шт, 
и, схздоватедьно, данный хосмвусъ будеть равняться + Е лан — 1. Уравнове допускаеть 
корень проетой + 1 идя — |. Такъ какъ остольные корни равны го парно, то, двая 
зерьую часть уразвешя из д — | ван ма г 4 1, позучаеюь полное кводратное вырже- 
за. Когда №1 Зиохо четное, то предотавинетея два озучая: |. Когда мвотоугозьникь петь 
хаь вершины во мамесрь, одну въ А, & другую въ А’; тень повь одна ввъ воза 
чввъ =. равна зудю, то н величина, соотайлехвующая в, тьяже разяз о, а АЗАНЫЙ носи 
вусъ равняется + 1; ураввеше допуекветь простые корни + ] п-— 1; такъ какъ ого 
остальные корни равны по парво то, если разхваеть многочлель па д? — |, вырьщене 
будать подиымъ квератонь. ®. Еези воф вершины многоугольника вв Камегрь АА’ 
10 рызегояме хозки А оть точжи сосЯдней будеть равно половлы® одной изъ дугь, сти 


путыхь отородвы ивогоугольялка, и; олъдовалельно, будеть ровпо :^_ ; величина сорт 


зътотвующая а будеть м, в, езвдовательно, давшый косинуеь будегь равень — 1 Въ 
этомъ случа воь корня двойные 4 многоздень представанеть нвадроть. 

157. По данножу эт а зайти эт > два случея: |2, когда т почетное чисзо, зор- 
муав (1) приводить къ полному уравненио атоцеци и, и заклочаеть ходько ночетвый 
степени х. Двнному синобу соотвфтетвують всв дуги, содержепичся въ обаихъ эормулахь 
Зал фа, ЗЕ нЫ—а в прамыквющн къ двунъ тозкамь М и М”, ввходищвиен на 
авы параздельной даметру. Вехи вать 28 часть дугь, прихыньюшщикь къ М, то позу 

Эт ча 
> 
„ иизющаго 3 сторонъ; вели взить м-пую чветь кугь, привы 


м М, то получается в вовыхь риковъ дурь, представленныхь зормулою 
у л—в 
Еж — = упирыющихся 2Ъ вершивы втораго правильнато иноготгодьнияа пибю 


заетси 2% ридовъ дуть, выражвемыхь зорнузою и уппрающихся въ вертаны пра. 


вильнаго иногоугожьни 


щаго # сторон 
Сумив дугь первато в второго радовъ будеть А + 1+7) ссхи прихвзоть К нк 


зезачивы, удоязотвориющю оротаошевь & $ ей + 1, тд А цалое чнозо, то эта 


сумма обратится въ (9А +1) п, а сдбдовотельно, соотвётетвужищи верошны разивщевы 
вв зву, паровлельной деметру АА’. Обе иногоугольнакы, будучи скиметричиы отвоеи 
тельво Меметра ВВ’, дають одни и тЬ же силусы, в отсюда очевидео что уравнензе доажно 
ныъть т двйствительныхь нораей, котарые вообще различвы. 

Дан ревенетаа корнай уразвен[е необходямо, чтобъ 008 першины пертьго много- 
утозьнияв были свиметрично расподожевы отадентельно Даметра ВВ’, и тога вс вер 
швяы будуть по ларно сымиетречны, за хевамчевежь одной, совпахающей съ ‘точною В 
пан съ тозкою В’ Таюъ пакъ одна взЪ вел 


въ © вель + С. шан -—- то 
5 Е. вай — Пт вая: 
* $ т, “ 


а 


соотифтетвующан @ есть "> аа — ЧИ; вь орвомъ случай данный сивусь будоть ры 
венъ +1 иди — 1, смотря потому, будеть ая нечетное чвсло # виде 41’ + | пая вика. 
фи’ — 1; во второмъ случа даввый синусъ Судеть равень — { ван + 1 зри тахъ же 
обетоятельствахь, Ташь накъ уривиено допускаеть корень простой +. | паи — 1, то пер 
вый чденъ двавтея #6 2—1 пли на # + Ь и полученное выражеше будеть позвыхь 
квахретоыь, 

Когда 1 чивло чётное, то можно во второхъ членв зормузы (1, сдтаать эт 008 @ 
бщешь иношителомь, и выранеше въ скобкажь предотавать познымь мвогочаснохь чат 
вымъ отяосительна п 4 степени 2—2; отсюда выводять 


ку т #14, 2" Да". $ 
зозвышая въ хозурьть, позучвемь позвов уравлеве отенени Чт, содершащее аны» чет. 


ны етепеня невавфетнаго, Оба многоугольнико не разиъщены бозъе сниметрично по от- 

ношоню въ двыетру ВВ’. Действительно, чтобъ де® вершины были снынетричвы отно- 

+ Ил 
т 

щехь дубЪ была кратлымь нечегнымь п, что цовозможио, танъ какъ вечетыое зоо 


ЗЕ) + 1 не дВлиться на четвое число в, Тахинъ объазожъ 0ба иногоугольникв 


ситезьно дометра ВВ’, нужно было бы, чтобъ сужив «оотвфтствую- 


хаютъ Фи различвыхь велачрыь для ай Ро величины, соотватствуюнщия протинопозо 
нымъ вершинам одного й того же иногоутольвана, раввы и противолозожны знаку. 
Чтобъ у уревнеши бызи резные корни ивобходино, чтобы дв вершвны того п дру 

го многоугольника совиедала, вли чтобы дёф вершивы того и другаго многоугольника, 
былв симметричны по отношевю къ маметру ВВ’. Въ первомъ случа обв мяогоугозь- 
нихв совпадуть и получатся дн соотвётотвующихь ведачивь КиК 

Ятьа ИИ ла 

тот о 


за" Цифл 


Оскудь 


ая 


девный синусь будоть равевь + | нда — 1. Когда данвый синусъ равель +1 пав — 1 
то оба точки М.и М’ сольются въ В ва съ В’, очевадно, что ссди оба позагона сонив- 
даютъ, то каждый порень становится двойнымъ что многочлеть дфязется четаыяъ кзад- 
ратомъ цфльго многочлена стецавя т. 


Полагья теперь, что обв вершины нерваго иногочдень ениметрачны о отношению 
къ Маметру ВВ’, получимь: 


щи фа. + 


т и А +ОЕ 
откуда 
о ра 


# 


такъ хошь & кратное л, то данный сннусъ будеть ревень нулю. Точно также, ссзя двА 
вершивы вФорьго многоугозьнний симметричны по отношенгю иъ даметру ВВ° получиется 


Ил, ИИ л—д 
а аи 
отлука 


НА О 


они+и = — т 


тавь кокъ а притнов п, то данный свнусь еще равень нузю. Когда донный сивуеь ра 
векъ вуаю, то а-5йт, откудь = величины = иринышають къ вершинанть ара- 
зильньго многоугольникь, визющаго 9 сторолъ, изъ воторыхъ первен вершива совпе- 
Зетъ съ точной А; такъ каз число сторонъ есть вратное #, то одна вершине совив 
дветь въ тозков А’, а де другихь съ точками Вя В’; уравнев!2 допускать двойной 
коревь нули и коржи простые + 1 н — 1; ебли ревдфаить первый члонъ ша. 43 (4® — 1} 
то частное будеть ивахратомъ цёлого четизго многочлена, это частное есть иногочдень 
заключенный зъ скобнахъ. 


158 По давнону вп а заити пб м зорнуло (8 приводить къ уравленно сть 


пева м 
тт п Е пеш 
5 [1-; 1.3 +. -[=- т: 2.3 #+ {= 
Данному тавгенеу соотватотвують дуга [д +2 а; веди вать ж часть этих дуги то 


+ 


позузаются дуги, заключающиеся въ вормуше ия. Эти дуги ирамыкають яъ` воршя- 
намь правильного многоугольника, визыщаго 97 сторовъ; но тавъ кабъ вершавы позвфно 
Манетрольно противоположны, то получается кая р тольно т раздичаыхь волачинь. 

159. Прим вчлита. Можно всегда свести длене дугъ ив Дбдеше простых чиеехь. Пусть, 


Ё 
ивир., Язерф п требуется вайтв сов = когдь эзвботок в08 0, Позожщить у — с08 


Хы ва я == ов * иензвьстная вспомогательная величина у будет даиз уравнешень 


степени р, _ 
= Ау — Аа +..., 


ввефыъ повзьфстное х получател изъ уравнеша стеленй 9 
у == В 1 — В, 1-24... 
каждая въ ф величин для у дасть 4 везичинь для &.. 


180. Примзръь Г. Уравнеше опреданющее с08 -® когд давЪ с0з @ пиФегь вадъ 


$ 
48—10 1 мг 
хан 
(#) 168 — яж 0. 


Уразневе допусваеть раниые коряв, когда данный косиаусь равонъ + Ё наи — ] 
первыя засть уравновя нъ первомъ случа привинасть водъ 
1628 — 3053 + 5х — | == (р — 1} (а 2х — 13 
во второмъ же саучьь 
2627 — 9053 + ор +1 ЖИ) Иа — 924 1. 
Это поедвднее равенство есть, между прочимъ, слвдств изъ предыдущего оно полу 
чается веявдетью пакЗнеми въ первонь х яв — х. 
Корня уровменя 
{13 42 2 —1=0 


ГЫ 
№ 08 5, но мы низень 


суть везичяны 605 


5 


Е 
08 — = ма 
5 


такзмъь образонь абеилютная величлив корней ураввема (13) су 


пожовина сторанъ 
ЕЮ 


двухъ правидьвыхь двсятиугольинновь  которыхъ етороны суть 


— 8 - 


Богда 6 => ® урьвнене (12) пожучьеть видь 


114 162” — Зи 4 бе =, 
ово допускать как воркей величины 
сов сааб а Зов ЛА. дав ПИ. 
18 9 908 > 8 а, 


изн паконець 


—® вш п. 
В 


Удвонная оба позожетезьныхь херна, позучимь стороны двухъ зравизьныхь шати 
Р 1 ЕВ 
утольяжоть, а пише $ УТУ. 
181. Примврь Н Уравноше, ирь вотораго зыводатся сое + когда дань с05 а 


веть 
0 


[5 3955 — 4Вот + 18 — 1-65 
Вваю $ равно 1 то оно обращаетей въ 
395 — В + В и 1 8—1 
в осла 6 равно — | то въ 
3856 —_ бай — Тай — За (ай — 3, 


Так какъ далатель $ рывень #. 9, то рашене уравнемя (15) шестой етеде 
пь рышеме уравнени третьей степени ($ 123) 


1 Зу-Ьыо 
погонь ив урьнкея“е второй столеви 
3—1 уюв 


своритен 


182 Прамфрь ПП Уравнеше, опрехблающее т = › вогда день м а, есть 
аби 109 — ря еь 
18) 4655 — 905 + 55 —65=0. 
Такъ вакъ это уравиеше тождественно ‹ъ уравневемъ прихзра [ {5 160:, то оно ов 


Водитъ къ тЬмъ ще выводзит. 

Пенифчлити. Легко вадФть, что ко дв: есть чнсло вада $4 +1 то ураввены 
онредаляющуя соз = при пожфщя с08 а пан ив Го рб помоща вп в, тФже евмыя 
хежху твыъ ногъ, осели м принакаегь звдь (и’— | то вЫводнтея ОЛно изъ уравнений 
посредствомъ другаго перемвною знака при $, 

183. Прашврь 17. Уравнеше, опрехваающее эп + › когда дань за м привамасть 
вилъ 

ут яви — м — вам +3 
= ИГ 216 — 162 + 3) 
Зозрышая въ кнадреть позучаежь уравнене дафведцатой степени 
ва — 1) 06\ — 169 зи = 


7 1О0АдИ — ЗО 4 ба — Ге аб — 36 0 
Уравнеше допубиветь разные корим хогдь двавыв сянусь $ ривекь = | наи 0 В» пер 


—_4—- 


вомъ слузь® первая часть уравнелы врехотаванеть четнымь иноточенань шезтой 
стевони, 
328 — бат + 1 — 1 


Когдв $ == о урвввеще обращаетен эъ 
алия — 0 би — Зи 
которое допусхаеть два простыхь корив +1 я — 1 пать двойныхл, корней 
Сводетъ узшеве уравнены (6) даЪнедиотой степени ва урьвнеше третьей стененя {5 156 , 
4 — ЗУ =Ь 
огомъ къ уравнению биквадратиому 
дал — в + о, 
38%. Соотошеще межд) двумя тризонометрическими аитяиц двужь даннымь ви б 
гонзмиримыть дут. Пусть д == та, В = па, гл я ® суть цеаыя чнеав я перрыя меж 


ду вобом; требуется, ноприм®ръ, найти соотношаше, существующее между с08 @ п 606 5; цо 
Форвулв (6) нифенъ 


608 Мях = 08 86 == 6986 — 


т И мар ной + 


508 пра = 608 И@ = 608 


20 —1 срам зо вые + 


Отоюдв выводьтея уравясне 


от В м и + 
Ш соо + т гов" 36 зн — = 


1.3 
которое будетъ стелеяи и относительно соз « и степеня 8 `отяосытедьно с0з б. 
Сложеще сннусовь или хобинусоеь дут, идущить 95 приометической прозресефи 
185 Требуется опредфлять суины 
сов 6 + со {д + И + 008 430)... тов ш ПИ 
эта вто зи + ..... + в+т- Па, 
зоторыя мы позовемь зрезь хи у, 
Обозначльь чрезъ { иникую велезияу с08 В 4+ во $, позучемь (° = 08 лб р аш 6 
($ 159). Еван умноныиь у но п это проневедене прибазииь къ 2 предварительно ав- 
зфтарь 910 
сов (а + 26 +: ма (а + 5) 
= (605 д + змо а) (606 я 4+ вып #6}, ижи (209 а фзми а 4” 
то получныь 
2+ => (ва + за 4} 1+9+7. + 
та = сн, 1 90886 — ба 2 
див а фи а} о = (с0ва +3 м: в И 
оли теперь везичины | — с0з тб ви тб, 1 — сов 6, ата В соотвътетвенню замаать 


чревь 9 ай ана сов оны ао сов в. зо найдены 
вт а - 
ау ма чузна) — 
вы в 
См 
ва 9 
з 
= $ (08 а у звев 
во 


_в- 


Поетупён съ пропаведев емъ частвыхь мвнныхь колнчествъ согласно прьвиавнъ (6 150} 
будемъ ныть. 


ати Е] 


мо 


р] 


Сравнивая дЬШствительные члены съ дВЙотвнтельными в мниные те умнощенные 
ив $ съ мпвмыми, получизь спрашиваемыя сумиы 


ж—14) 


Выражене зтба и сов” в бункийм оннусовь и косинусов уиловь пратиыть и 
168. Рышсне ьтой задачи состардяетх вопросъ обратный тому, который быль р® 
левъ изыи погредотвонь ворнулы Моавра. Въ самомъ дЪ18, води подожить 
и соя а ат а ра а 
то получцется 


ми = с05 на, и* — 56° = р а ПО 4%" == | 


Воввышая въ стецень п обв части раренствь ® 05 аи + я равлатья затвыь 
20 Форнул® Бикома, получииь 


м сома 


я и“ 8.. +7 ры 
соедввия члены, разлоотетовийе от крайняхь будешь пить 
=. 
торта т (им тт) Ао ие т) + 


Отеюхь вывохлыь возит четное 


9) ебать = сов а + 


нт-1 (4+1) 1 


«в т-фа + 


и гели за нечетяое 


(21 39 еов”а = сов па + № соз (м 9} а + 


1 


Воувьивая тажже въ стеловь и объ части равенствь $ {вт в = м — с паходять 


**Зи 5 = 


тата ем — Ата 
Отеата зем — июль т 


нужно брать нлп ворян[е знаии иди вивн(е, смотря но тону будеть ди т чпехожь четяыиъ 


пим печетвьмь  Соедиван з6 твыь чдеры равиоотетоящуе отъ зрайнихь, получниь для 
перваго случая 


(92) 2—1 з вт*а — сов жа — т с па 


® 
тт -— 0 1) 
Ош ба +0 С 1 


— 48 — 


к дв этораго 


23) "1 виа = т ма — з ва (#2 а 
ж+ 3) 
а — 1) 
ии о ( 3 ша 


м1 


ГЛАВА И 
Р»ашен!е уравнонйй третьей степени 


Уравнене двучленное 


187 Пуеть будеть дано двучленное уравнеше д" — А = О; въ которомъ А обозна- 
зверь везичнну КЪЙствительную идн инимую, нибющую видъ К (608 « + «). РБ- 
шать это ураннеше — значить изёти ташЁя действительныя идя мызмыя величины, кото 
ры, букуча подотьввены вуъето 2, удовлетворяютъ этому уравлению. 

Это вопроеъ тоидественень съ твыъ рычеженъ, которыиъ вы занвыалиеь въ $ 151, 
когхь дВхо шло о везичивахжь хорип яв даяного количество А. Бодичаны # допы ор 
мудою 


дк ем) (а) 

а) дни (в ева Е) 

тАВ чнсхо # получаеть 2 цёдыхь, поедфдовательныхь велячинъ. 

Въ застномь случав, коде А--1 позучиетя В==1, & 
=" — 1—0 каютея оорнузою 


о и ворвя урявненя 


*) БОВЕ 


ЕЕ 
м + м 


5, Е 
чер ТИ) 


въ котором у есть произвольное цёлое число обозньчветт одинъ вввой нибудь коревь 
уравиеня 2% — А -= 0 второй завторъ 
В 

воз а 


о р азт 


р 
я я 


вт воторонъ &, а едлдовательно п { —{, есть кахое-вибудь иТлое чпезо, обозивзлеть 
раздпяные корни уравлена =” — 1—2 0. Таяиыъ образохь получается  корвей уроз- 
ная 4% — Ао, чрезь умножене одного какого-нибудь изъ нихъ па 2 корней ураз- 
вевя п" 10, 

Раземотримъь, нёпр., двучлениое ур внене д —- 1 +20 Коли придавать $ веб три 
опочена @ 1, 2, то зорнуль, 


9: ЗИ 
ев + г. 


даеть три слёдующехь хоряя 


®=1 


эк 2 __ 1 и: 
асов а фавв о=е — +е о 


ГЕ 1 
аз уе фа во = — 
Можно зам®тать, тто трет корень г; есть квадрат втораго х,, поэтому еехи положить 
ДЕТНИЗ 
=> 


то 3с8 три ворня уревнешя 23 —1 =. 0 будуть взображевы зрезъ 1,7, Л. Такъ вакъ 
Я = 1, то савдующия етепеяи деють ве® три тёже корня и въ томъ же порядЕ® 


Уравнене третьей степени 


168. Такъ какъ всегда можно неключить второй чденъ уравнены, то это упрощение 
предполаглется уже выподненвымь и уравяеые третьей стеены беретел въ ввль 
1) эр +4=9, 
тдъ бушвы ри 4 обозначаоть чела дёйствительныя, положительный ижи отрацательныя 
Шедн поломать 
Е=у+: 
уравнене становится 
@) 94 2) бур + +00. 
Таль какъ пелбььствое 5 заманено пушною У + 2, то момно мемду новыми ве 
ваотпыми установить провзвольное соотношел(е. Пооживъ 
Зу2 + ро 
что приводатт урьвпев е (#) къ виду 
инь 
Гокаыъ образонъ данное уровнеше съ одннит неязевстнымь х эвывнево сиотемою двух 
ураваенйй 
(3} Е 


съ двумя неизввотвыми уп 2. Гели возвысить въ вубъ первое изъ этихъ урввней!! то 
придешь къ снетем® двухь слздующихь уравнений 


2 


И =-ф 


(0) п (ричи 
Но эта система не пнфеть одинаковаго значеня съ предыдущей; прежде всего очевадно 
зто ведичиив у н з, удавлетворяющей системь 13}, удовлетворяють также и слстемх (4) 


Рвасмотримъ теперь величины у и 5, удовлетвортощея урьввению уча‘ — | ве0б 


ходвий чтобы роизведен с у- составляло одянъ изъ кубичесвихь рорией — ( 


722 


три кубичесвияь порвя похучеютея чрезь умножеве одного изъ нихъ — 


нь ВСВ три 


пубическахь корня едиялны, 1 именно 1, /.Л, такимъ образонь уг будеть равно одной 


р р 2 


пл величниь — 2, Пл 2 Л. Иаь этого закачать, это ведячиры уз 


коваетьориющы биотомь Й, Уповетворнюнть таяно оыу инь тражъ спотеыь 


у —- 2 Иа 
ие Вии 


или 


—- 48 — 


Сверхь того вядпо, что ше величины у и 2. уковлетворяюния одной ваъ втихь по 
ежъунихь системъ, уковлетваряють такие систем® {1}. Межху решемяме системы [), 
нужно поьтому выбрать, рышечя тодвыя пая спетемы (3),‘этобы пара величин у и 2, 
‘удовдетворвя систему (4), удовлетворяза бы вифет® съ тёнъ систем (3), необходимо я 
хостаточно, чтобы пролаведеве уз быо ХВВотвительныхь. 


Везачивы у и 2, удоваетнорающя спотбм® {41, предотавлиють ори уравяен и вто 
Им р . 
Рой степени. 


‚- 
ы ие - (8) =° 
Отеюду выводят 


кои А = УФУ 
= потому охвдозательно 
з 


т -У- 


отвудь : 


о УНИИ РУ 


Каждый изъ кубичеснихь хорвей имфеть тря величины, если бы ихъ сочетать пв 
оврио вссровмощныеь образомъ, то дшя д пашаясь бы дезить равличвыхь звоченй. Но 
каз было сказано выше, эти сочетьнйн ве вой волножны. Обозначинь зреть д и част 
пыя велвчаны кубичеекихь корной, нев три величины перваго кория суть 6, 27, ай; тре 
незичивы втораге корын суть 5, 6/, 6%. Можно предположеть величины @ п В, выбрьн 


зыни тькъ, чтобы вяъ процзледене бызо ривио— 2 ибо возн бы этого не было, то это 


произведеще бызо бы рав па. ЛЬ п тогда съ а зужао быхо бы взять частную 
зедачиву 6/3 лан №) втораго корвя, етныя мезячины ан $, удовлетворяя атому уело- 
во дають три возяожныхь сочетая, иненно: 
ужа, у=4) у=а 
8=5, = 5 
Дия = выводется вс% три величины 
а па =) 4 6, мо И. 

Клеюда жадно, что можно взять дхя У одну кахую-нибудь очен хермго горок 
той везячен соотатствуеть ведичина зтораго воряя, равнак — я 308 три коряя дан- 
него уравнения выразатся сяфдоветельно безъ даоботвенностя орнудою 

з з 


и уу И-у-кУ 


гдв кубическего корня три величины. 


Когда величина [о + [6 поломительния, то каядый пзъ двухь хубическихь 
корней пызетъ по одной ДАЙствитедьной водичан®; для вн В возьмеит эти двйствительныя 
величины, тагь как изабстны между прочниъ ведичияы у п Л, то очевидна, что въ этомъ 
слу всё три корня уравнения зырежены олгебраически помощью коеъищентовь и зъ зндъ 


. $" р} 
«+8; Котдь зехачано ( $) + (=) отрицательная то величины кублческихь корвей 


— 49 — 


становятся во® илимыий, в ихф можно алгобравчески преобразовать п оривестя къ внду 
«+ 6 въ ътомъ случав па Форяуау (10) незьа сшотрьть, хажъ ив льЁствительно р 
шаощую уровшенуе, она тольго увваызаеть, что рышенце оведело во раде рвучлевато 


уравновйы 
169, Займемся теперь числовым» вычислешемь корней. Здбсь три случая, смотри по- 


з з 
тону зажова вехачинь (-1)'+ ( Е); позожительныя, отрицательная пди равно ужо 
Рвзборемъ свачвда случай, когда овь отрицательна урввноше второй стевешт }), 
пызеть свои внямые корни; поломикь: 


#+(’--» 


у=-Тчье--Т ыы 


откуда, 


сан возовень трезъ г зодуль в чрезъ харгумевть мниной ведичивы — + +ь 


= 7) =(-_ 2. 
и) , ИЦ»: (#)+#-(- 7) 
р 


то получимь 


Такъ вакъ А нонво припять положительнымь, то берутЪ дая я угоаъ заилючаюдийея 
нейду онл Оба дъутаенным уравлени приннмеють тосгдв выдъ: 
фев (209 @ ба а) 
29 (609 а — аа 4) 
Тевъ какъ вторые ззевы этихъ уравневи! суть везичьны мнимыя со рижениьз, то 
пхь корни, по парно соприженные, ввобрашаются оорнулами: 


въ воторыхъ величинаиь Ё в /’ Дыють три значени 0, } 2 
Такъ хаиъ величины уп 2 яжФють вргумелтама 


з+т ат 
з 
то пргументь пр изводон п, похучвеный чродъ озошено, будоть 
«у и вк 
3 (о ЗИ ры ВЕ г) 


угу 


т объ это провзусхене было ДВНСтвательнымь вужно позожить {" == №, что дает 


<) хунты тю АЕ 


Дави { поваздовательно нс® три зкачени 0, 1, 2, позучашь для х во тря ко} на 
фи фа 
з 


И , 
ы 1 ов ИЯ д, дл вов 


13) жи Зв у ра 


та 


окоячивающуяей въ вершинохь уавко 


в 
которыя воф три вуть дугя т 
стороаняго тряутольиика, почеву дал равенства двухъ коенвуголь, необходамо было бы 
чтобъ одиа язъ вершин нохолвлась при кача дугъ или въ тозк® д1аметрально протявопо 


Совризеслая уретонемезр, 


_ 
аожной в, сяфдоветехьво, чтобы сов и быль ракель + | 
21 В, зто поключаеть ‘сущесхвоваийе гиротонуаы. 


з я 
"Таквжь обрьзожь, чадо сезмчиия (+ ($) отрицательно то уравнеме 28 4+ 
уд + 4 6 дотускаеть три дъйстешиельныхь м нераеньись корня. 


усло сов? я =® | 4840 бы 


Пра доередсть® таблиць лагоркомогъ, вычиедяють сназаль зидъь потомъ © 50 ®0р 
зузьиь: 


. (1) ыаь 
. ы ( в) + 9» г 
и никомець, посзёховатезьно, вс тря ворнн 2 у, 23 
Мь хьхавиь повфряу, если найдемь, что сумив этихь трехъ хорией раняь нудю. 


110. Раемотримь терерь слузёй, г (2 + ( $ 


1 ) сеть вежичина положительная, 
чогдь нвидый изъ обовхь вубическихь корней допусивють, ведичииу дебстаительную, и 
икь об% можпо зовть дая и 6. Коли, но этому въ Фориульхь (9) звифныль Ля Л изъ 


-Г=и 
зеличиваме ВУ * 70 выражен корней ‘принамвегь видъ 
у: 


з О 
Итакь, зоба величина (1—4 (1) положительная по уравнанйе Фопуокаеть офимь 
хорень фъйотацтельный м два инимыть, > 


[9 в —} 


Теперь Формулы который даютъ д в ф ириводень къ вику, УлОбному дая зогаривии 
фованфл- этого достигают» поередствомъ вепохогательнаго угла шиша 


(= ) 
з 
въ этахъ зорнузахь Н продствванеть частное 


Здвсь два случаи, сиотри по знаку пря р, 
1 Пусть р>> 0. позагають Чалб Фр == Н, откуда 


._ы Е 
‚-И "т = у 9 5 

55 955 9 
На практик ножно немного сократить зычиодове опредфзяи спали и, в потонъ $ 


ввъ Формулы => =. Когдь извзстны ан 5 тогда зегко позучить корны, 


- а 
171. Если выражеше (у + (>) равно нушю, то величины ан разны чевду 


06 ю и урвьнене допусвиеть охзнь простой корезь 


= «= ==, 


198. Првмзчлитк Когдв уравнене третьей стешеви 
(15) 24 рр += 
цызеть три дыйствнтольныхь корня, го легко придти къ бышению этого уравнены, орвв- 
инвья съ твжъ уравненемъ, которое служять дли трисселши угла. Когда два с08 а, в 


эщуть 09 ь во кокъ ны выдан ($ 138) мевзьъотное опредеянется изъ уровкевя 
пречьей ствывни 


в корень двойной. 


_и— 


2-7 Ты п корни уравневи вырыжаютея вормулов 


ча 
в -—, 


3 


въ которой придають Х три цфзыхъ посяздовательныхь величины, Мо нельзя считать 
тотдеетериннми уравнение (16) п уравнеше {15}, вбо первое уравнение содерялть только 
оду произвольную велвчину а, менду тамъ ковъ второе уравиенце содержить двь произ. 
возьныхь параметра р п 4 Чтобъ тождество было возможнымь, умвонаютъ корни урвв- 
мены {16} ле число произвольное г, чего достигають звывною 2’ чрезъ =, тотдв урав 
нозе (16; приметь вихъ 


з 
ат РК. 


4 


—. 
я ВоВ тра кориы уравненя (17 дшютсн зормулою 
(8 д гов а 


Теперь ожио скфлать тождествеяныхи оба уравнеши 15) и (17); стовть тольво 


позошить 
3, 11 088 
НР 
отвуда 
и) Е 
з а 
Такъ вахъ (=) + (=) , ведичана отрицательная, то и когвенщенть р отрице- 


тельаъ, ^ чиежо дЪйствительное и можно аго считать положительныкъ, Тавже очевядно, 
зто величина 05 @ меньше ехяннцы“ ибо виженъ 
у 
по а А 
в у 
(-з 
а , . . 
Потому ито взь перавонотва (№) + (4—)' < 0, выводамь (-1-)' < {— +) такь 
вакъ веаичииа т п а опредёаены тежимъ обрызомь, то зормуль (18) дасть нев три корма 
днньго уравнены (15) пе ивтаеть амзтть, что чисзовое вычвсяене всть вполнй 10 къ 


которому мы быди приведены первымъ епособожь. 


ГЛАВА Ш 


Свойства корней двучлениаго уравнешя 


178. Иы уже водьли зто м корней дву зевнаго уравнены 5" — 1 == ® вырожаются 


зориузою: 
в руна ЗИ, 
Я == со з + Г 

къ которой дедоьу числу Е придають м посдФдовательяыхь цзыхь вазичияь #зпр 
63 ®—1 


—_ 


Этк яз пореей нызють нодудежь единацу в вр тументокь дуги, 


ониуемыя зъ вриеыетичесвой прогресс 


ля раздвлнть но м равныхь частей опружзость, радусь которой взять за однноку, 


то кеждый изъ корвей днучлеанаго уравыен{я, хоторые ны обозяачииъ, согдаено кълие узв. 
Завиаго ворюдка, чрезь 


2 пр 2, 2ь . 
соозратетвуеть ‘одной изъ точекъ ‘дзаеши охружновти. Корни двучленнаго уравяеи 
=" — 1 — @ обладоють важными свойствими; вы укажемь ма самыл проетыв. ы 


114. Теорема Т Мнимые корки бипоммио уравяещя суть 0 нарно сопряженные 
образные: 


бы у 


1. Мнамые корны, аргументы котофыжь составлныть еумиу равыую @л, суть сопря-. 
женные. Пусть и; м 2„_. будуть дЪйствительно, корнями, аргументы которьхь. = к 
("9 = если ваъ посхфдняго аргумента вычесть т, что не изифилеть значеше вы 
рвы о пучения даа прервав Тв а 8, рюши во ярттеуииовныхь 
по знвку; твкь какь кобинусы этихъ аргументовь ревны в сивусы равны, и противуто- 
дожа по знаку, то корвя 1, и г_о суть вовриженвые. 

2. Два кория соириженныхь въ тоже вроми обратлые, 1..6; вхъ производоже равно 
единица. Изьфетно, что произведеве позучаетея отф двухь инамыхь количествь чрез 
умйожене ходулея м сзожев!е зргументовь; оронзведевю двухъ соиряженныхь корней, 


потому виВьть модулемь едивипу п вргументомь 9” или 0; 520 пропаведеще ость еди- 
анцо. Изакь, 2.) тн = 1. 


175. Теорвив ШГ. Произведение двутл корней уралиеня вонь корень тою ве уравненёл 
Пусть будуть два кора: 


„2 @+ёт 
т 


зто есть корейь соотьвтетвующй прк деяном» К возочияь в + В стало-быть 
Зо 2 = Жаь 


Саъкотво 1. Частное даугь корней уравнемя есть ъорень то зе само уривнемя 
Ибо вто частное 


Бы вв: аа э#- 9: 


сть к решь соотвзтетвующи везични® & — & при данномъ &; сзъдоввтельно 


Ша 
м =, ь 
бСлъдотью П Селен коряя држененя сунь звакое корни уравнена 


Иб 


{г я, 


176, Теореи» ПЕ. Нели а веть первов число относмтельно т; то порень эс посл 
дозательныиы стеленлии двсть вел т корней двучленнло уравнемя. 


Мы довашемь сначала что вен рвадфяпть в м поплфковательныя кратныя 


бил 1 За Зы, шф|а 


перваго числе зи то получится въ извветяомт порядк® остатки 
02,3... тб 


Двиствительно, евозиожно, чтобы два кратвыхь чисзь Но и п’ (ГАВ в а’ монве и) 
дази одпеъ в тоть же остатокъ, ибо ижъ рваность (я — #') Х а ЯВявлась бы на и, ат 
число первое относительно @, д®люло бы и кругой множитель я — я’, зоторый мейфе м 
Повтоку получаетен, для остатковь т раздичныхь чисель, всв менфе эм; это суть 
первыхь чневлъ, начиная съ нудя, Коли бы прокоджоть рядъ кратвыхь чнседъ, то 0 
учились бы тёже остатки перюхично въ томъ же самомъ порндез. 

Вообразииъ, по предыдущему, отружиоеть разкаленяую па т равныхь частей, и во- 
дожвиь, что точки дзени соединены отъ @ къ 4; чела двлоны будуть поезковатену- 
ными вратными а; чтобъ нозучить нушера точекъ, из ноторымъ приходить, вумно вы 
честь окружщности ван кратныя числа аъ т; эти нумера состазать, тавимъ образомъ, 
остални, которые получаться чрезь двлеше на т, пратныхъ а. Въ силу свазвинаго, ееза 
@ есть число первое отвоеительно т, ны пройдеыт чрезъ-вев точки, прежхе чзит достяг- 
незъ точки исхода и получинь такиыъ оброзомь правильный иногоусодьникь пыфющИ 
эв сторон, 

Раземотримь сначвав коревь: 


п корней 
2 > а: Ху 


равны соотвётствеяно чденомъ геометрической прогресот 
р, а ий, т.н + 


Ибо возвышал корень х въ пос®довательный степени, понучавуь вргументы 


т 


тот 18 #= 
в, тоя 


Тохое расподотене корней соотейтотвуеть прапольвону выпунзому ынотоутилиниту 
имфющему т сторояъ, 
Разомотраыъ теперь корень 
Зап а 
т, = сов ЗЕ +. а 08 
® и 


тТА® п еат чнели первое отваситезьно вв. Поелвдовательныя стеленя 
Фот той, ва, ЖЗ есь т, МЕ 
Тавны по предыдущей теорвый, 
ро оз ао ба: ®— Па. 

Тактыь образомъ проходять дьлеши отЪ п въ а, н слоховательно, ироходвть чрезъ 
вов вершилы, что дасть вов т корвей двучленнаго уравнеши вт, порядк®, соотватетиую- 
щемъь звФадному мвогоугольнику, который полузвется соединенбемь точекъ оть а въ 4, 

171. Фворема ГР. Если в в и нивють общимь намбольшиюь далителень р коре =. 
6» ао носльдоватезиныив стеленяжи, даст тюльхо т корней уравнея?я. 

Действительно пусть я-а’ а == 44’; поревь х, можеть быть вырамель чрез 


Фит Зак Зах 


зах , . 
дев и аи = 087 +3 


въ такомь вюд® воревь этогь есть также коревь уроввены д” — | = м такъ ав» 


_— 


4 чить чвохо первое отвосктельно т то съ его стеревями очъ дасть тозько № корней 
этого уравненя. 

Сяъдетые Е Начольными кормямы квучлевнаго уравнены 2“ — | >= 0 нозываются 
корня которые ввохия посаФдовательвнымв степенкия дают возможность похгучить веф 0е- 
тажьные кария. Изь двух предыкущихь теорвыъ вытекаеть, что доучленаое урабнёме 
ода 2% |-> имветаь столчно` вачальныхь хорней, сводько существуеть чисвль меньшиить 
48 у лервыхь отмосительно т 

Саъденне И. Веякй зе начальный хоренф даучленноо уравненуя вида 2% -— 1 == 0 воть 
хореть ‘мажальный` двучленито уравнешщя выда х*’ — 1 ==0 степени #” подратной т. 

Сибдотно ПЕ Начальные хоры деучаенивно ураенешя 2 — 1 = 0 отличаются тж 
яарактермотичнымь овойствомь, что не мозушть быть корняхн уриенемя степени Жыоюе зп. 

Сабдотие 19. Вели ® есть умело первое то всю корни зп коключещемь корня рав- 
зоо едизиия, сут корни начальные. 

78. Тобрема Сумка стенецей коржен подобных двучленнаю ураенея выда 2°—1==0` 
равна мулю, га моключещемь тош случая, коза показатен степени есть кразяное т. 
Мы уше внувли, что кории двучленного уразненйя предотавяяются рядомъ 


2:0, 2, тй, 2)... мк 


Если кандый изъ нихъ возвысвть въ стенень ® то похучеется теометричеекая про 
зресейа 


2 аа 2 * ры 
я 21" — г) 
Которой разность отношения ость <, а сужив ззевовь равна ЗЕ -ТАР. Но такь 
"— 
какь ду воть корень, то 2" = | и, сабдовательно, 21“° => 1. в потому сумме равна 


нущю 

Впрочекь, вогда п есть кратно т то веждый изъ чденовъ прогреве: становятся 
реввыкъ едвница, а суча разной * 

119. Торреша УТ. Корни обице дум доучленнымь уравненлиь вида 2®—- 1-50, 5% 150 
суть корни уровнешя 14—10, пдь вета общьйй намиболишей бтьминель обонта чивель т пп 

Корни уравненн д” — | == ® выражоются «оржулом: 


Эт: Ав 
== 08 = — — 
= А, 


тдъ $ Дввы вел за величин #193 = —1 Корин уравнены 1* — | == вы 
раввютёя зормузою: 


эт рп 
аа, 


та \ придвны вез » величинь Г 2 3, ‚., ат. 
Прежие всего очевидно, что веди т и п первым меюду собою, 10 оба урьввеши пе 
выть другажь общехь порней промв одичеиы. ДВЙствотельно, дал равечотьв двухь 


т а ЗА’ 
аргументов а 


произведеще 4я п будучи первымъ относотельно п, должно бы дЪАвть /, что невозможяо, 
тажь вакъ К мене %. 


уяво чтобы п-т‘ пя чтобь Ви = у ео, уваяшее 


Положижь теперь, что 8 и # низють общий папбольший хвлатель 4 и пусть ав , 
п—= 4, мы получимь корни общие, давая Й и }’ вов величины удоваетворяюще от- 
пошелшю т = = ваы вм => ый, отоюдь закаючеють, 910 Ки #" должны быть вида 
Кэыть, Вит, и можно предоть дежоку чнезу # везичивы @, 1, 2, .. 4 Бао 
тотдв равные аргуженты орввокязся къ вяду р левимъ обрабомъ, оба ураянени вы. 
ютъ 4 общиль корней п вто сеть пории уразвенм 2* — 15% 0 


_— 


180. ‘Теорема У, Бели оба цела ли и я первыя между собою, то получаем тп кор- 
ней урнаонемв д”® — [50 унножан по парно вси п корней уравненя 2” — 1=щд на ось 
я корней ураоненая 57 — о 0, 
Действительно, пронаведен{е двужь какихъ нибудь коряей пыфть вргумелтомь 
24-х ба 4 бя, 
ея ^ 


озепидно, что это произведен составлнеть корень урзеневи 2%" — Тю 0. Остается до 
назать, что пожучитея вн различныхь произведещй. Дадли бий. кругя зноченя Ё,, К 


рреовтрокы выть аи оба оррноа РИ ба о нь 


разваться пв кратное чдело 9йл окружности. Дин этого сявдовазо бы пить 


ат яр 
ва —— та 


= 
ля 


иметь) тм 


Такъ ракъ чнело м дълють вторую часть в второй чаевь первой части, то должно бы 


разивлить п первый чдень; в тыхь вежъ м первое относительно и, то оно раздвлихо бь 
р: 


зто вевозможно, ибо К &; мальше т. Гавимъ оброзошь, нодучеютсн зап различ 
ныхь иропаведенуй, я этн проызведешя суть ти корней уравнешя 2“" — |=, 

181. Теорема УЦТ. Когда оба числа ш в п первыя между содою, то получаемь вет 
начальные хорин уравненя 2"* — 1-58, умномал по порно началаные корнь уранненя 
2" — |= 0 ла начальные корни уравневшя 2“ -— 10, 

Положямъ { первымъ относительно 2, {" первымъ относптежьно п; оба числа п-т 
в мл будугь такие первыми меду собою, Ибо, есзибы втя оба числа ныйла бы общаго 
перваго кельтеля с, то этоть первый множитель вошел бы въ ол ан въ и, ивир. зЪ 5) 
АВля сумиу фи + т я вторую часть /^т, озъ доаженъ былъ бы раздёаить и первую 
часть фи; что невозиокаи, тазъ кавъ ив одво изь чисежь ви и, первыхь относытельво 
‚лв, же содержьть иножители. с, Тежимъ образомъ, въ этомъ с2учв®, подучается одянъ 
начальный пореяк ураввевы 2“” — | 5 0. Боя # не первое относительно зи, шли К” от- 
воептельно я, то {# + {т будоть имъть общего множителя съ ви, п мы не получим ня 
оквого пачальнаго кория уравнешя 2"® Ты 1), 

182. Слёдетыю Т. 06% предшеетеуюлья теоремы предетаваяють большую заялость 
толь кавъ они приводить рьшене бивомнаго урневешя 2080204, . 


а ме. 
торов а, Бе, . 


суть разлвчныя первыя чнель, въ решенью уравневшй боже 
простыхь 202 — 1 = 0, 488 — 1 «= 0, 264 — 150. . Будетъ достаточно опредз- 
зать одынь пвчальный корень каждаго изъ этихь посльдвихь уравневИ; провзведеще 


будеть начвльнымь хорнемъ донниго уравненн, в извФстно; что одвят начальный коре 
съ его стейенями даетъ ве проч корни. 


188. Сладотые П. Изваетно, что корвя вевачальные бивомнаго уравненця уховлегио- 
тиють бавомному уравнению отедеви подкратной; такииь оброзомъ, не начальные корни 
зравнени д@а — 1-0, удовлетворнють уравненкю 20“ —1 —1 


0; езздозательно, число 
пвчальныхь корней уранненя 24% — 1 0 есть аа — ат -- 14а —1 (а — 1). Точно 
тавжще уравнения 288 — {== 0, 227 — 1 =50,... пызють соотьтственно 88 — 1 {6 — 1", 
7—1 
зопуокаеть, 


начальными корнаыы Отсюда вытенаеть что уравнение 209604 — 1—0 


в —1 8 -Те-1 2-1 6-пе-и 
ивчальныхь кормей 


Петь ва 88 © покфе набудь ц®20е чтоло розложенное вв первыхъ ино 
жителей; орыуза. 


ии (1-) (1-1) 1) 


указываеть, спольво чисзь меньших» м п перрыхь отяосвтезьно т. Танниь образом, 
съ помощью бевомвыхь уроваов И, сново получается та ормуяв, которую прямо хока- 
зывають въ арионетик®, 


Правяльные иногоугольниен 


194. Мы уше вкдЬак ($ 176}, что води раземелривать окружность раздфжениую за ® 
раввыхь долей, и если соёденить точри дъаешя отъ я до и, пра чень я первое относи- 
тедьво 4®, то образуется правильный ‘мвогоугольникь, имющуй #в оторонъ, Когдь п пер- 
вое относвтельно т, то п т — а будетъ также первыжь относительно т; по очевидае, что 
съ соедрнещемь точен двлени отъ в — п О т 1, позучится токов же правильный 
ивогоугольникь въ обратномь порндев. Число иранольныхь ногоугольникояъ либющих 


т оторошь буоть, сибдовытоньно, 5 

Шеть тозько одияъ равносторовыйй треугоньнииь, и одояъ правильный шестауголь- 
вос, Но еуществуеть два правильныхь птнугодьника, патиугольнакь выпуклый, хото- 
рый получается соедннещемь кождой точаи дёлошя по порядку наи чрезъ камдын четыре: 
зочи, я итиртольвякь эвАахчатый, котрый получается соедилещень чрезь ДЬЁ ван 
зрезъ тра токи. Точяо также, существуеть правильныхь двд досятиугольнака, десатиуголь- 
викъ выпуззый я десятнугольнякъ пябадчатый, зв®адчатый кеснтругольникь позлучаетея 
соедннояеьь точегь даженца чрез каждыя тря нхл чрезъ наждыя семь. 

Многоугожьликовь, пифиищихть девать оторовт, тра вбо 9-38 я М (1—1) = 6 
Эти три нпогоугольника суть, |) многоугольнакт обыкновенвяй, который получьется ссе- 
Аивешень точекъ дадени чрезъ одву мхн чрезъ восемь {овъ пзобрашень содошныши зя- 
выл); 2) многоугольнякь завздчатый, позучаеный гоедпяешень точекъ делешя чрезъ 
зождый 8% точхя шик зрезъ зыждых сехь точекъ [онъ иредотавлеяь пуктиромъ; 3) дру- 
гой выъедчетый иногоугольнигь который получается соедивещемь точегь далек чрез 
жвядыя четыре точки пан зреть гаждыя лять точокъ даленя {онъ тахже воображень 
пувктяронь;. 


Опредвлеше оторонь правиаьныхь инотоугодуниковь, ныбющихь # сторояз» приво- 

дотея къ решению бипонивго уровнени д” —1==0. Еези обозначить зрезь и, дану 

стороны ыногоутольнакв, который получеетея соедияенемь 

точекь далешя чрез кождый п точекь гд® в первое ог. 
носптезьно и то 


вк —— 
ща 25 у он 


р 


т 


Зяг 
Вехичииа 003 ^^ соетавднеть дыйствительную чест 


звчального корня 2, Днучленисго уравнешя; токихъ об 
разошь, есла поавотны начальные корни бяномпаго урав. 
невы, то аегко выводятен отоюде стороны” празиаьныхь 
Черт. 51. хпогоутодьникоЕ. 


Но можно, вообще поступить проще. Когдв в: почетное, в п четное в равно Эл вело 
ух 


яп . : ; 
аива ар 2 иан в есть поевопщенть при $ яъ ночальломь корвЪ 2. есдя п не. 
тт “ 


тя 
[м =. 


чатное, в ип четное то беруть вт 


— 1 — 


Сущестауоть толко изявстное чполо бпомныхъ уравненШ, которые могут» быть 
решены загебрвнчески; сравнен{ корней, ивбденныхь твхимъ образомъ еъ помошью три- 
товометрической еормулы, привитой ими выше, даетъ величины синусовь п нопияусовь 
яовАствыхь дуг или стороны рэзаичныхь пранвльныхь ивогоугольникоеъ. Воть ие 
золько подобныхь прпьёровъ 


Равносторонь!й триугольниеь и правильный шествугольнивъ 


185. Опредълене сторонь эгвхъ обовхъ правильныхь мнотоугольнаковь зависить отъ 
блномиаго уразнешн 28 = |, которое мы рышваи влтебровчески въ $ 176. Мы ввмли три 
смдующихь поряя: 


1 
+=: 
ъ хругой стороны ата ория выведенные изъ тригопометрическов чормулы дуть 


$ 


Еа : 
Т ея жа 


3 


Срояяваи оба выряженйя корвей получезь 


л И: я 
Ведя ЗАМАтятЬ что дуть р сеть доподнене 2 ван дополнено ^ _, то отеюд выводом 


3 


Существуать только одннъ воясонный правиякный шестяутольнохь [черт 58) и одянъ 
равносторовий тряугожьнихь (черт. 89). Оторонь шеегиуголь- 


хака ливегь вохачаяу 2 ва = зак едивацу. Сторона равноето 


Товияго треугольника есть $ мп т, тут 


Правильный цязиугольникь и дееятиугольникт. 


188, Опредлене этвхъ обойхь миогоугольвявовЪ зьвясить, 
оть рышенн биномнато уровненя 25—10, 
Дьшл вв выралеше х-- | получвемт, уравнеще четвертой 
степени: 
па и 1 0 


Полу |аздЗтть вов члены ва 2%, то ово приводатя т виду 
1 1 
я: ра = 
нение 
Полотямь + У 
откуде возвышон въ кводрать 
1 О 
а ии ка 9, 


Уравыеме сподитей къ уравненью второй степени нада 


пут о 


оъкуме зыподять 


Цьждал нь звлвчниь У преротаваяоть оумыу двухь обрылиыхь корвой изн кормой 
воприженвыхь 
у а+ асе 9, ую ео 42 


Затьжт похучатея четыре слфдующихь корня съ помощью двухь уравнений второй 
степеяв 


а —уг+1ы9 
дут о 


«И- у 


первое иаь нихъ даетъ: 


Иючауз. 


* 7 1 
второе 
ит. Ии-зи ЕТ 
+ и 5: = 


Воть вов четыре нечальнихь корин далявго уравненёа, Отеюде зараюмають, что 


5-1 


4п ИТ 

з---, 

нок Им +35 & Ии-зух 
з т т 


Этя зорхуды двють стороны правильныхь плтпугольвяховт и кеснтиугольневовь 
Оторона ныпуклаго плтиугольника глдующая 


я 
За 5 


Сторола же эвъедчатаго питаугольняка 


Ую-зуз 


Ре 
з® 5 


эк“ +25 
з =. 


Кторола вышусини о деситиутольникя есть 


Ы 3 
За 9 ети 

Го 5 
тораяа ве чвдадчетаго десятпугольниха 


# 
Защ = 9 ов 


1@ 


1акъ кажъ ямфенъ 


ао В + 


Чер. 


то рышеще уравнешя 21 — 1==0 сведено ла рышене двух 
разве 25 — 1520, 22 4+ 1==0; во, корни уравнения 25+ 1550 равшы корняхь ур 
авыя 43 — 10 съ обретяыми знажами. Это, вирочезъь вытекаеть изъ теоремы УИ; 


— 0 — 


пбо, твыь как оба число 5 и первыя нежду собою, то получаенъ всЁ десять горной урав 
пеня 2 — 10, умножая по перно во пить корвей ураввешя зыда 25 — 1 = ва обо 
порн +1 и — 1 уроввеня 27120, Уравнеше 29 —1=-® допуснаемь четыре яв. 
чельныхь ворвп; они пожучаютея чрезъ умножене зовхъ четырежл, вачазьныхт, корней 
уравнеян 55-1550 а начальный порень —1 урыниени 21—1=50. Таже замвчов я 
прамфняютея къ’ уразлевию 28 — 10. 


Нравитьный патнаднатнугольникь 


187. Существуеть четыре правильныхь пятньдцатиугольниховь п три звФадчатыхь, 
которые получаются соодинешенъ точель хАденм чрезь каждый дз® точки иль чрезь 
цаядыя четыре точки, пли чрезъ каядыя сень точекъ 

Опредьяеще сторовь этихь ызогоугольниковь зависить оть рышешя бадомныго 
уравневя гв — 1—0. Тавь какъ повазатель 15 есть произведене двухъ чясезь 3 в 5, 
первыхь между собою, то получается всь 1$ корней этого уравнени зрекь умновене 
кладого изъ пати корней уравиенм 43-0 пы каждый изъ трехъ корней ураввошя 
33—10. Извъство также, что боди умножвть попарно вов четыре начадьныхь корня 
уревненя 5 — 1==$ на оба вазальныхь корня уравнены 2? — 1-0, то получатся вс® 
восень вочальныхь корней уравяеня 215 — | ==0, которые дедуть вов четыре лятьвад- 
ати угодьника, 


оо рот [1+ ИЯ Учи —зИ5 | + (увтиг- Ин —у3), 
ось ааа и а -ИРЕИЗО-ЗУЙ ] = УБЕ УТЕИю +15), 
[1+5 Ут ЗИ | = (УВТу+Ун-з/), 

Е. 


соо ера м +ИЗЕИчюЕ +55 | = (ИИ Ию+ 3/3) 


Отсюда выводится стороны вейхь п правильных длтьводцотьугольнаьовь 


(И-иб+Ии+ 3,3) 


и и 


1 
4 
р од С 
ааа в и = ч(И+ив Ии-*у8) 
1 
-=т 


(ИУВЕИт+ую +в ) 
Е (Ив+и Им зу 


Если бы требовазое, составить уръвненге, пыя коривмя восемь начальныхь корней 
уравяещя 218 — 1 =, то путно было бы сначьяе новлючеть всв пять корней ура 
ва 28—10, для 28 — 1 == но 43 — | =20 оть чего получается уразнеше 2 
25 41-0; затбиъ, веллючать. об мнимыхь корья ураваена л" — | == 0, дВда его ив. 
эт я полуаветов, тавииь образомъ, уравнено, 

жи ии &41=0 
Такъ какъ это ураваеше иметь ворнн по парно обратные, то оно можеть быть пряве 
депо къ уравнению четвертой степени, Дьля вс® чдены ив л\, мы приведемь его къ виду 


еее 


ан Е 


№ 
Е 


Ш 87 _ 


= Эт Зап 


е- 


— 60 — 


ели затьыъ позожать а 5 — у то уравнещемьъ опредвявющииь у будеть 


ии 1-е 


Мы состаяцыъ уразнеше, ноторое допусваеть корнями сторояы воъкь четыраль пять 
чадцетлугольникоеь, здызния въ-посладнемь ураящени у чрезъ 9 -— $; эта уроввене 
нызеть видъ 

от иизиЬо 


188, Теорема 1Х. Коры доучаенимо уравненея 17 — 1 ыз ®, въ которомь в сть ка- 
кое нибудь первое число, выражаются амебраически бормузами содержащими только ра- 
дикалы, показотель коториль воть тв — 1. 

Так вакь решено двучлениаго уравневшя, изъ которомь поквзатедь число не пер- 
вое, сводится къ рышенно биномныхь уравяевЙ стенеден мельшихь, причемъ степень 
аждьго изъ нихъ есть число пёрвое, мы положииъ нозазатель первымъ; разяфлинь 2°—1 
в д — | авиъ придется рышать ураввене, 


(1 аа 2... рае 10, 
иъ которонъ р обозначиеть чнело № — 1. Жеждый иль р мвемыхь хоряей ураввени 1) 


веть ивчальный хорень даиввго уравненн; всли обозначямь чрез г одунъ полой иябуд 
выъ этихъ корней, то ряд» 


из ” 
дветь во р корней уравневм 1), 
Пусть $ начальвый ворень чиеха перваго относительно ® тид тацое число послёхова, 
тельных схешени позораго, 


и.“ 


хьленныя ва та Даян бы #ъ изрЗстнокь порядтй, остачна 1, 2, 3,.,.. м — 1, вкерхь 


того, изафетно, что 4" 1 дветь въ остатк® 1’ корни уровневии {1) могутЪ быть одива- 
ково вырьжевы радомъ. 


® ума тар 


Въ зтоят, порядьВ, наждый корень предетввлясть ту же зувкщю, пак» предыдущий; 
чнЪ похучвется возвышевемт, этого иосзьдилео въ етенень у; такаюъ образомъ 70227), 
тож {Г}, 13 == [9 0,.... Вавовемь чрезь а одонъ накой нибудь изъ корней би. 
зомваго урвненя 2? — |1 =ы |) в разомотромь величину, 


Га, ды в + я Е р. 


. 

Еези въ нногочдена стоящень въ скобхахь г заывиить чрезъ 7ф п умножить одно“ 
временло из д 10 этоть многочлень ве поыфнитен; вромф того, умпожеще ипогочлела 
ив 2 сводотся ив умножеще /(^, а! на д” ди ва единяцу, схждоватезьно позучитон, 


Де, ву а ев) ЕГО, а) ев. о... 8 р 9-Ь 


тояныъ обровомь, | {", а} ив изыъняется съ в 


"звою г вавиыь нибудь изъ корней урав. 
пемя (1). Рызаожиаши Гл, а) мовно освободать отъ повозотелей @ вев кратвыя р п оть 
показателей у’ всЪ гратныя р -+- | или зи, которые ови замаючають; тогда величияа /(^, ©) 
прянеть видь: 

[И а} = в ат + и 2? 


тдВ ковозиценты п 6: @,. = рсузь многочаевы состивяеные взъ д, степень вото 
ого ве превышает р — 1 . 


— 61 — 


Еслы заиЪвить воревь + поехвдоватольно розаичиь ми корилии уравнеы я (1) к вввт 
среднюю вриомотическую велячяну результатов, то похучим» 


обозночая чрезь 5, 3», ..З, суюны корвей урывнешя (||, возвкшелный ёъ стелен |, ,...р 
Далве, такъ пазъ изнЪетио вагобранчееное выражен отихъ суннъ съ восоФищентами раз 
дичныхь чденовь уравиени (1), полагает: 


Ди», =} н 


тив Н уногочлень степеней р — | относятедьно а освеященты котогаго во опрод% 
двны. Отсюда выводннь: 


2 
хам = д РР 1 ИН 


Сохрания тоть же хорель # уравнеши {1}, и позегая, затвмъ, ото @ обозночаеть ио- 
саздовательно раззнчныя гори 9. 41... @, урёвнещн 2” — Тот 0, получимь рахь 
уравнении: 


"_ 
г+щм = Нат УВ 


о раа И кри + ФРИ = УЯЬ 


. 


+ + 4.79 +- 1. 9.... рр ТР 15 


Слокниь отв уравлоны почдеяно; въ первой части, чаешы хаждаго вертевальнаго стоябще 
за поняючещень перваго, дьють въ суми®" пуль ($ Г); сивдовотельно ьбаучатея: 


® ‚_И+У+ УЖ 


189. Предыдущая Формула, по причин входищихь различныхь редиказовъ, допус- 
кость бовбе р различныхь величинь; но аегко отбросить безиолезный воличины. Дя$ 
этого нужно опредфлеть точно корни уравнешя 5? — ] е> 0, явзвевные нвыя зрезь а» 
=»... @р» Пусть а будеть одинь дзъ мачадьныхь корней, тогда равшичные корни этого 
урьвненя будуть закаючоться въ ряхь у 


а!, аа, ав; 


мы Получим я, => д" отоЮда вытепаеть а, == а, а схвдоВАТельно 


гар ай РЕ и = 1 
те 2 
ИН, =-—1 
Произведенуе 
ии т Е и 


пе измънится, веши въ цемъ занбнить корепь у чрезь +7; ибо первый множитель оказы 
явется раздаженным яв <”, а второй на =”, т.-е., проязнедеве разхЪлено ва а? пля па 
едиинцу. Можно стёдоватедьно, вычислить это проязведеще, которое есть мпогачхень сте- 
пена р — 1 отпосятезьно а такъ какъ онъ быдъ объснень для / (7, 2); Обояначжыт его 
зревъ би я тогда, 


ъ 


^ — 6, 
@ при м ай, рт у, ЕН, 


Возфдетье этого преобрёоовавя выражен! г удорживаеть только радужаль НЕ п 
ето степенв; сяздоввлельно осуветен только р вежичянъ. 

150, Заключен, Если т — 1 составаяеть стешель %, ии есля тело первое #4 ныв» 
этъ яндъ № +1 то можно азгебрьичесви зычпелать, т -е. призести мь виду @ + 55, во- 
дичвлы радиваловь съ показателен т - |, которыя входять въ зыражене т; въ этомъ 
случаз, мовло прарестя корни хъ виду А + ВБ, гдз А в В составаяють количоства волн 
опредвленных, содержании только квадратные корни. Выбравши произвольно’ линйю кая 
вырашеня едиврцы, можно съ помощью линейки и циркуля, опредёхить дящт, котпрыя 
иквють ивифренви»ь А п В, это сводится, каль извзотно, къ впцемваяню въ гругь пра- 
возьного маогоугольнике, нызющето 2 сторонь. Числа, самых простыя, удонхетворающия 
предыхущему условзю, суть: 

: ъьм 95, . 


191 Тоорона Х Хоное бы нь было чнело в за веключещено 2 м 3, т —- 1 воть чисво, 
словене; вели’ т — 1-3 '4, №0 римшеще ураовежя |1) мозееть быть приведено жъ урав 
манию степени р’, коеффьливиты которо заанелть оть корней уравненя стетпи 4 
Возьмемъь чаевы рндв (В) оть 9 до 4, тавъ чтобы образовать 4 ридовъ, 


ом пе, 
О у зеи 
7991 за тои ть 


Ивь которыхь вышдый водернить р’аленонь. Риды `В’) обладають твыя же свойствами, 
вакъ в ракь (В); чяеть ождаго пт рядовъ получаетел чревъ позвышен!е предыдущего 
чаенв въ степень 91. 

Равснотримъ, зазёыъ ураввеше 


[о уфе у 199) уф). . у 4 7) 
эу  А, у 4 Ау" +4, = 8, 


х котораго корням члены одного наъ этихь рядовъ, навр. перввсо. 

По причив® веовредфаенносгв корня обозвочениаго зрезь ^, воезфвщенты Д,, Ау, А» 
иизють знела иратныя, чяело которыхъ легко вычислить. Дайствытельно, эти вовеей 
щенты удерживають твже величаны, если звиёнить корень г корнемъ, приноддекащиыъ 
тому ве ряду; но они изиёняются, когда звивнихь г корнем, принодлежащимь другому 
Риду; корни уравнена (4) суть члены рида, ть которому отвосятея коревь замънлрийй 
ворень ». Коеевищивты А, Аз... . - Ар, выЗють сиЪдовательно, наздый только 4 во 


зичивь. Наловемь чрезь 3, Зы ЗЕЖИЧИВЫ ФдЛОГО НЗ Нихъ, косовищелты 


уравнены: 


Я С-ле-ю (зи ая щи +%={ 


будуть сомветричвыми зунвщихи зорвей уравношя {$} опредфдено величию которыхь 
пзовотно. такиы обрызюмь, асаЙ ваъ косбешщектовь урвелены (Г зависить самъ пп 
себ® оть уравнены (5) стеленя 4 

Каждой везячин® одного изъ коевфищентовь А; соотвётетвують величины друтахь 


опредвленныхь коеззищентовь Аз, Аз... ; который получаются безъ решена повыхъ 
уравневй. Ддя полснент, положвмъ, что 2, з ... 24 обозвочщеть ведичявы АГ и 
вазовемъь чрезъ 1,1” 11 вели‘ яны одого изъ хооовящентовь А’ А’... .А 


выжхое азъ велычинь 


а+ь+ 
виа. 
за т 


составднеть симиетричаую «уюкцию корней уровисша (1] велечину которой можно найтя 
Чтобы позучить величину (;, соотвётствующую зв, умковииь предыхуиии уравнении ‘со- 


ответвеныо но ©. бу... Он 1, и сложемъ; тогдо, 
вом 9+ 
, Тя- + 9+ 4+0! 
есян выбрать пронавольныя косоищенты ©, 9; 0, такь чтобы удовлетворить 
соотяощешямъ, 
То-1 + Оз... + бя и 
+ Фи... +04 =0 
+ Фи... +0, 150 
Предыдущия соотношешя выражають зто 9, 9% ©, суть пософищенты урья 
нен!н стеленя 4 — 1, 
т 9154 8 + 4+9, :=0 


которое цизеть ворни 11, 5;.... 2). Сверхь того первый чаень этого уравневя по 
дучается чредъ ХЪлеше но 5 —— 5, иногочлена, 


Бе 
Иозмьдовательные коевонщеяты частиаго выражазтен зормулани 
ба, 
Фан: + & 
9: = + а, 518 + ва + в 


Таввиъ образомь, рьшелю урьвнемя {1} завиевть оть рьшемя двухь уравненй 
{8} = (5), одного степеви р’з кругаго степени $ 

Тазъ вакъ корви уравнены (#), дли жаждой спстены ведичинъ ихъ ков 
облидають Тьмя ше свойствьяя, конами в корна уравнения (1], есжи чиба0 Б’ есть часяо 
саожиое, ровжюе р’/4’, то можно, одивавовымь образомъ, привести его рашеше къ рё- 
тенйо двухь пругахъ ураввеи!й степенв р’ п фиат. д. 

Есяа звено р веть степень 9, то можно произвести дЬетые такъ то яткогка яе 
придется рышать урзанен!" выше второй стенеяи 


центов», 


Правильные иногоугольники, нифюне 1? сторонъ 


192. Вопросъ заваючается въ рьшене биноинаго уравнены, 

# ши — 120. 

ели раздзашть его ив 2-1, то уравнеше приметь слдующЕ видЪ 

[2 аа... наче 

Чшело $ соть начельный корешь числь первыго 17, # посахдовательных стешени # 
ааенныя на М, дають въ результат® всь шестьнойщать первыхь чнсвль э% сабдую 
щемъ порядк: 


заза м, Ф, №, ие, зы, за, 9, в 30, 
БТ Ь-Ь-о-Ь-ьТЬ 6 
Степень ЗМ дветь въ результать 1, и тёже самыя результаты получаются сказа перл- 
окично, Назовемь зрезъ г какой инбудь корень уравнен!я (9), к резеположнмь вв кория 
этого уравневя яъ слхующемь поряднь. 


к 2, В, 2, . ” 
Разобъемь злоть риль не две кругяхъ. 

т, РТ тбяа 999,99", 9, 
хо, не, ен, ма, 

'Разсмотримь уравненю 

8) &-нН@а-п) (#-м)} (#-п) 

. = — АЛ + 6 —..,. 4 А = 0, 

Допускоющее дав корвеН везачивы, закзючьющиясн въ томъ лан другомь ибь ра 
довт В’); ковчеищенты этого уразненя нывютъ дв разаичныхь величины, Назовенъ чрезъ. 
1 я 2 обЪ зодичины косффищенть А;; эта 006 величины будуть кориями уревненул вто 
рой степени 


м) 


ты о -ы ем ща. 

КовхФащонть в; равенъ Ь, -|- Ьу, т.6., вумиф корней ‘уравясн!я (2) наи — № Кое. 
«вщенть 0з разеяь произнедеяно 1 Ъ» т-0, суши 64 проваведеши, которыя получе- 
ются рев умновене каждаго аъ корлей перваго раде (В/; на вамдего язъ корней 
ътораго рада; важдое ить этихь пронаведеый соть ворень урввнении (1}; такь ныть по- 
казатель у ныкоть выдь 399 р ЗЕНА — 398 (| 4 39081-91], то первый множитель 89% не 
двавтся на 17; второй же (3992-9)+1} {- 1 еще тьмь менфе ие дЬдится на 17; такъ кокъ 
это суть степени 38*К^, которыя дають въ резудьтать — |; такъ кож ва одинъ ноъ по- 
яазателей, не есть вратиое 17, 10 ня одно изъ частиых» произведен, ие дает, коряя 1; 
каждое изъ частиыхь пролзведенй будеть, слвдобательно корнеиъ уравнения (2); вез®д- 
этыо сршиетр, ‘сумыв вефхь 6& частвыхь проязведен! будеть равно чотверной суми® 
1 хорной урввмен:я (3); чежниъ образомь получаетой, аз == — $, и урввнене отвося 
тельно 2 будеть, 

а) тв. 

Можно пражфинть тотъ ше опособъ в къ уравнонию (3) Разобъемь восемь ворней 
этого уравяени на два ряде 


в» тм ' 
Ф, 2$. 52° 8 
п резсиотримъ урленоше 
® опис] аля) } 
2 В + Вы Ва В, 0 
Дал кавдой величины 5, коевенщенты этого уровнойя инють АВЕ разлачныхь ве- 
лячины; назовемь чрезъ $; в, обф величины когофищекта Ву; эти об велячины будуть 
корвями ураввеня, 


и: 
Коевелценть в ровень & +1, т. 


= — = 
„› суми зорней уравнения {3}, пак Мы мъемь 
им ем, 
Беотии 9 ууу и" 
Тажь какь шестьнадцать частных» произвекенй буть хорвнми уравнения (2) т 
ы = — Ри уравнеше относительно приметь вид, . 
© а ито 


Фазаоникь еще уравлеше (6); ризобьемъ вс® четыре кория на две группы 
г в 
® 


и разевотримь уравнен е 
7 | к С 


Дал каждой системы ведпчвиь 3 и & коеоонщенты этого ураннен а избногь деф риз 
дачныхь зезичияы; вазовень чрезь зн и из обв велячины поеротийента Су эти" обв ве 


дизкны- дыются уравиемень 


ыыы щей агча- С. 


Ь да 6, Мы вмъемь 


Коерошщенеь ©1 ровень №; К му, т... суниЪ варвей уравнома 
хи, И = (и) (И + т) — мч р 


затьь 
ии {4 


откуда, выводится 
аи ее 
В ды 
мыу корней уршенены (9), нак — Т, получим. 
= 


ей 


вычитай взь обоахл, частей 6; 
р р Е И 


В ; 
зих-ь, урзвнени отвосвтезьно ® прини- 


закаючнемь что с; == . 
7+1 


этну) 


масть водь- 


8 


Замаунын, евержъ тогь, что коефоненть Су уравнены {7) равень 2. 2%, иди. ра- 
> т.е. единый; уранясые (1) тагамь обраложь обращаете нъ сабдующее: 


венъ т. 
пб тыв. 


6) 
Рашея!е уравнвя {9} приведено такимь обрилонъ зъ рышенно четырех посл®дела- 
тельныхь крадретнихь уравненИй 
40, В 1 ® 


ЕО рр да—ит--1 = 6 


Пеореих Котеса 


19$ Дазтели первой стецен многочаенонь 
м — Вова т азва 


, 
м врыя ла 
выравен 1 Фориу зан 
. 
« Эт : 
тв (о + ет 
г. 
1) ах = 
и ы 
т 
въ которыхъ # позучаеть # вельчьнь 
= 1 


913.3 


Собрическав триговометры 


Произведен! дёхителей, соотввтствующихь одной и тоЙ же везичивь К, дветь де 
стантеяьный трипом второй‘ втепени 


у 1 В 
ы + Ая 
а = = 
. о об ев ТВ 


Пропоодене зейхл, трипомонть; которые мы подучтит данля  воочины # 1,9; 
т —Т обозиолвмь слахующляь образокъ: 


и ат ие 


П = (9 вен со 
$=в 


Равно произведено иногочденовь 


+8”) 


[=* — В (са фазвя | [^”--Р с0за — з1 8), 


„2 — ЗА за + ^^ 


ибо, тазимъ образоиъ соета 
торыхъ слатаетси БОждое изъ двухт, данных пролзведений. 
Получаетел поэтому тождество 


ово проязноден:е везхъ Аелителей ерпоф огешеш, изъ 50: 


&=т-1 : 
) П (= ОВ сей + +) м оц" воза 4 ВЯ 
—в 


1 
“ 

Есап занфвить В® чравьги —^— чрезъ +, 10 это тожчество обращается въ 
г] 


в=т—1 ра . 
В ] | [= Ш виз ео (4 МА) фи] = 08 оч суть 
к 
Положивши это пусть правиаьиыи иногоутольнакт, вифющий эп сторовъ будеть впи- 
синь зъ пругь рэжусь г {чер. 62); начивая оть вершиям Аз 
пазесемь дугу АВ ровкую абеолютной величины въ в 
праплеми А.А» еб % положительное я зЪ папровленрх 
ААз» вен ы отрипотельное, по рымуеу ОВ; отъ девтрь, 
отаожииъ длину ОМ ровную 2; *, нохонець, соедпивиъ тол- 


ку М со вевми вершинами многоугольвика. ИзЪ треугодь- 
вяка МОАх лызенъ: 


Чер. 63 ПА о авиа (6 + Ч) + м 


а поэтому въ силу тождества (9, нодучииь: 

{3} МАЗ. МАТ, . МАЗ...) МАЗЬ | = 02% — ртр созиы - 22%, 

Сяфдотыю Ь Еоая рамусь ОМ прожодать чрезъ вершияу Аз икогоугольникв, то по- 
дучаетеа ы = 0 и ровенетьо |3), эторой чдень вотораго д®дается квздратомть, приводится 
въ виду 

[о МА, . МА, . МА, .. 

Веруть знакъ + если точка М находите вай пруга и зилк» — если М находятся 
ввутри его. 

Сяфдотье 1. Когда радусь ОМ драить на деф ранаыжхь чвоти дугу АзАвь 10 


МА = (а" =) 


‚ к равенство (3) второй чаень которьсо олить дьлается квадратомь прив 
дится къ вяду 
5} МА МА, МА МАН 5% 


— 67 — 


ГЛАВА 1% 


Разложете круговыхъ функций въ ряды 


Пронзводныя круговыхк функ. 


194 Пуст дона оупкци 
й Ут 2 
Проияводною +унищем называють предфдъ отношения прирзщевя вункыи къ пуира- 
щевйю перевфвнаго, когда эти оба вриращеня приближаются хъ нузю. Если аереминову 
< задиь прирыщеве }, то и зуникуа подузить приращевго: 


. вый 24) в г. 
Бели взять отношене обоих" пририщенй и преобразовать разноетг сивусояъ и прова 


ведешь, то будеть. 


Е 0 24 Ива ВВ в (2+4) 
Е НЫНЕЕА 


пак 


Когда приращен © й переививаго прибяняается иъ пузю то отношеще — синуса 


* 


209 2, тогда отошеше -_ стремотся къ предилу раяному с0з <, м получается у’ 60 


Тожвиъ обрызпиъ произоодная синуса есть косниусь 


й з 
кт дуТЬ -9- прибаншвотся къ единиц, мсиду твиъ хаяъ второй множатоль обращеется въ 
В 


Проязводная косинуеа 


108 — Пусть даме функц и 


усы а 
точно тавже будевъ пыбть 
Аа О В , 
| я ЕЮ вт Эри (2+5) _ (+ г) 
ь * = * = =), 


взяв прехазу отношейи яайдемь 
уз шаа 
Такнил. образомь, производная хосмнуса есть сеусь ааятый обраненымз знаком 
На освовашн выиеназощениюго хегко получить посаъловотезьных проязводный сп 


Нуса пли восинуев: 


5 


у ева, 


у = -—вот, 


$" = — 008, 
ша, 
те сов, 


Очевидю что процаводиыя овова новториштеи перодично зрезь каждыя четьц е 


Производныя тангенеа и секанса, 


196 Мы зюлузимь рововокную зункиню 


унив = 
вп & 
вацкь промзродвую частнио зто дыеть 
вор зат $ 
у «оз т ° 


Точно также котантенсь 


зывенть проязводиою 


такъ шах вовансь можеть быгь прыведень къ виду: 


1 
воз & 


уз > ов 1 


т его производная олучитея каяъ произноднай стенен г 


вт 2 
во г 
Пози таняе посеканеь 
у а в (и 
ти 
пиень производною 
сов 


У —- има 


Пронзводныя фуклцаи ооратныхрь круговыит 


197. Мы уже говорили ($ 11) ког опредьяяются Фудким обратиык круговым; яе- 
дичипа Фупкцы у: соотяЪяствующья величина перенванаго 2о; есшы 2 языъинетсн непре 


Рывыо, налинай съ у, 10 вднк изу дугъ изувнцется непрерывно, начиная у; Эта изы 
виющаяси Дуга я сеть оуякця 


Пусть обрыгая оункц и 


у — агезт и 
2ь вет выводится 


ту 2 


Коли назыыть чрехь АФ в у одновреманным азмънешя перемзаныхь дну ю какь 


2 


— 69 — 


. Ах . 
жы выдъяи, отошене а приблищнется кь предьзу раваому соь у, отношен 
АУ строметей помому т продвау рывнову Ги аРдовалод но 

А= сов 


Лакь кокъ зщ у ет то 05 у — * ИТ — 21 ебля заменить соз у ого ведочия ю 10 


Тазно лике п полу ается ропаводоня обратной оункшя 


у — ме 05 2, 
в слздольтезьво 
08 у а 


= ; 
Мы уже вндфлн то отвомеше < приближается ъ пред®ау равнону и у; яаъ 


этого зацлючають чт отиошен! 


е обратное Е стрвлтея ст пределу Равяому — ут 
поэтому 


средь радрквлонь ставить ‘Знакь вр 9. 
Фвзбнотрикъ, наконець, обратную зунвцию 
уныге м вт 
зы нфенъ 
шрунт 


2 й 
такъ яакъ отвошея}е р язкеть предтломъ. то обратное тпомеце питеть чредьь 
у 


08? у 
домъ 032 у, слвловательне 
уму 
во извфетно что 
1 : 
т вы Та 


08 


овтому 
1 
Го уыи 


Разложеня фуикцй И хи 05» 


198. Ломиа. Волв обозначить чрезъ 2 постоявное чисао, которое можн положить 
произвольно большижь, а чрезъ ® цЪдо перем®нпое число, то ноличняь 


1.8... 


будеть стречальей къ нушю, когда п будеть увеличяваться неопродьленно. ДВ 
пусть р цвдое унело ровное д пам непосредственно меньшее д и положииь и большим 


витольно, 


В» тотди 


откуда 


2 
Кроми того, когда п возрастает иропреджаенво то инокитозь ^ стренцтеи къ пузю 


РИ 
поете м (222 2..8.) оетоея нетоаоникь,  прооекоо повод на 
аа 

2 о сромитя къ уно, : 


498. Положить, что переифиное < возраетаеть съ луля и разенотривь неравенство 
1—185>4. ` 

Первый чаекъ всть произноднья Фуници 2 — зт 2 ++ С) тдЬ С обозвочееть пбетояч- 
пое чведо; выберемь ото постоланое такъ, чтобъ начальная фупаии обрыцальсь бы пъ 
вузь визст еъ х, для чего необходано, чтобь С == 0, ^^ 

Фуващя  — 80 2, има позожётедьвую проповодную, возрнетиеть; тек вакъ ов 
обращается въ пужь при 2 = $, то.дазже она привимзеть похожительныя величины, ко- 
торыш вор 60414 и болье увеличиваются. Поэтому ан вохъ поховительныхь величинь 2 


х— Шу 8. 
Е 


Пефвои часть этого второго пораволётоь есть производлья 0 + 605 $, возьмемь 
рого пер ро т. ь 


пбетоянное уавымъ — 1, этобъ начальная Фунвыт обрьтовась въ нузь при 2 == @; та 
Фушнця, иизя позомительную пронаводную, возрвстветь; тажь какъ она обращается въ 
пуль -пры д => 0, то ова принимвать зивзова подожательныхь вохичииь-й сафдовательйо 


1+ +в 


Продозжая это дьлье дааьо безковечное чшело разъ п ооредФлян вел разъ пров 
вольное похтовнное лавъ, чтобъ вазальноя фучтиИЯ иочезвяй пывстЬ съ перенванымъ 2, 
получиить ридъ неравенств: 

1—0 28 


Таша е 


Е 
+ 


— вв > $ 


Отсюда вывориъ 


Разежатриваи безконезный ряхъ 


Ш Е Е Е 
ГЕ 6 т 


—_п- 


заматямь, что ФувкцИ 003  авплючастси вешду пуинани, пть воторыхь порнаи равна 
суний & первыхь члеповъ, в вхорая первой ‘илюсь еще одинъ чаен; савдоватедьна, 04 
ван ведвчнаа, с05 Я равна сумы® п первыкъ чденовъ пзюсъ дробь сафдующаго чадена’ 
тахниь образом нибенъ 

Е ры] ры 


а й ь 
О 2-1 ария ри 


тд® зрезь © обозналиетси извЪствое число мовьшео единица. Кромв того, тарЪ какъ | 
возрастаеть неопредьаенно, то величина 
вы 


так 


строивтея нъ нулю © Ковиазнной леныЪ; сзЪдовалельно сумиь первыхь у завновъ раде. 


Е. 
Га + 


Е 
1.3.3.6 — 


приближается кь проду, равлому 05 5” 1 оэтому: 


Е 
@) 8 1-Е 
Подобаыиь же образомь выводятся изъ рида неравенств еще дв® орхуды: 
де ав" 


9. 


3 а 


= - 
ПТО... @,- 0 1.3... И 


Фориузы (1), (2% (3), (#}, бышы довазаны дая вевхъ позонительныхь ведозинь пере- 
маивато 4; но если еще замтить, что в 005 $ не изяЪаилен бы, когда д изижвяеть знань 
<охрапая ту с вбооаииную вехичиву; что, съ другой второны, вторые чаевы оормузь 
{) я {®) оетыютея твине меизыфнныхй пры этомь измфненш, то озеввиво, что Формузы 
(1) в (8) справедливы, вогдв 2 воть везичина отрицательная. Оказывается, это з зормузы 
{8} я {4} тавие удовлетворяють отрицательнымь дугажъ. 

Пра помощи оормуль (2] п (&} легко вычислить коспкусь иши сннусъ какой угодно 
дуга, съ промавозьной степенью приближеви. Когдв вифото синусь очевь мазой дуги 2 


возьмень самую дугу, то сАЗданная ошибка относительна очевь мыло; вы докезлн ($ 87), 
г 
зто ошибка при этомь мевьше —— ; по оормуда 


4 


ка 
ня быша дугв ошибка всё же меньше =_‹ Мы такие доказояи что есво привлть за ко 


показывьеть намь, что какова бы 


й ЕЯ и. 

опазоь выракене 1 — 5- то ошибка мевьшо т; орнузь (| показывать 10 эта 
Е ы 

отабкь мовьше 
В 


Разложение функийи агб {216 я 


200. Чтобъ точнёе опредвявть направлене Фунции атс Ёаоё 2, мы позожимь что она 
иечезаеть съ 2 и язывилетея, позоиъ, яепрерывао съ перомфввыиъ. 


Приизнодная змия ато вар д ебь рат Эрот ДЬдеННо это проауводиья раз 
загьефся схвдующииь образомь 
‘а Е 
-и+а + наи 


Т+ 2 1+ 


откудв 


1 ара Е 
я -и-8 я бт = } мя 


Церньй часть пибегь начьльной зувкцей 


оо 
зе шва (+87 + = =.) 


Оболвачай этр Фувоцио чрез 35 (2 подучвыь: 


у 1 
жим —: Иа уиня 
О ты ( + ы 
ша проше 
Ро 
д" 
#12) = у 
Ероиф того оунишя ф (д обращается въ нуль съ орешфанымь с 
д - 
Т въ вонь, ГЕ "®аачини позожитольная м пельшь 272, то водучистея неравене во 


"Ерь 
уф 


Товъ зльъ оузкшя ф (2}, пывющая положительную пропавольную, возрастает съ х 
и иочезаегь при а 


= 0, то ова праинмветь во значени половительныхь нозрежающяхь 
велачинь, когда г. увеличиввелей, начиная съ пу, Функши ф (#2) — Е Телиотовя 
отрицатольную пропзводвую, убываеть, ваоборать, когда-й увезичиваетея; такъ кавъ 
она также почезветь съ %, то поэтому призимасть оф зачени водичинъ отрацатель- 
выхь, когда д ростегь въ нули, Сяфдовштеаьно инфвмь дли вовхь подожитезьныхь во 
адичиюь 


Е сз 
ее ри < 
ош 
зан 
= —. 
т 
"Гакизгь образомь Фупкщи ф (2) полу деть эначене положительной величивь мовьшсй 
зан 


и можно напиевть, 


Е 
Фа 
Е и 
ДВ чрезь © ‘личина положительна меньшая одивицы. Оте од выкод ит, 
х я э-1 ба 
О тт 
Положим теперь, что поронвнное ш меньше, изи свное боаьысе, что ранво одиниць, 


@сее-т 


епхя  возрьюцеть боакошочно, то плоть домошинтозьчый 5, _отремиеи кф нулю ии 


этого закдютаемт, что гум ° п с]рвыхь чдевовъ рада 


приближается кз предфау зто ве 2; в взфдоватовьно разаонеше ате ид 2 предосль 
зногь оходлщиеи ридъ 


5 ато ира = 


Дзя вевжъ величинь  меньшихь вди р 


пыжъ сдивице 


Этоть ридъ такие соотвзтотвуегь волячюнимь отрацательнымь 2, звизючающенся 
между би 


|, тавъ кажъ 06% части равошства изибеяють зчовъ съ 2, сохраивя ту ше 
самую абоомотную велвзину. Такниъ обрезошь рядъ (5) ссть сходишийел и представянеть, 
Фубнцио гс арб 2 коза 2 изыъияетен оть — 1 до + 1 ыкзючитезьно, 


Опредьлеше отношения окружности кь дЁаметру 


261 Мы воюзи эт функц аго Цвпб < разав вети въ схорящёйея рядь 


5 в, 
[6 ал тра = — + 


для веякой всличпны д мельшей или равной едиаяце. Этоть рядь позволяеть вычислять 
длину дуги, тангснсь которой извфетень; отеюда вытенаеть вбевольго способовъ опре- 
ХЬлить отношсн{е опружвости къ даиетру. 

1. Дуга у которой тантенсь равовъ единыць, соль шодоь1но четверти огружности 


Полагая д Тьъ радв, подучикь 


в 


Но этоть ридъ сходите не довольно быстро и поэтому потребовалось бы черезь зи Ъ 
большое число членовт, дли получени п съ данаымъ приблиноноыь, Позтожу прибфевнугь 
къ друглмъ вренань 


= 


?. Дуга -б° надеть тачгелеь равный полагая = въ рьк® поау ны 


ИЗ 
) 


› будемъ пифть радь 


[о — 


( 


3 Назывви буквою 4 дугу которая идеть твагоиеомь 


бодве сходящйсн, чёиь предыдурий, и, который дасть часть 4 получ твертя 


получить часть допозинтельную, подожинь 


6 ая 


к 
вирь 1 
ны 
1465 р ва 1+ 


1 
Таки», обризонъ дуга ф воть тангенсомь = я од |аздатаетк саудующ чъ оС 


`разонть: 


ви 


з 3.3 


Окладыван 06% дуги ми В, позучнмъ + —а+ Савдоватезьно, дуть 


ссаваяеть сумму обоякъ раховъ 


— #8 — 


` К . 1 
&: Вохлешь топерь съ дуга которой танебвоь район -- № вмовомь во чрезь а 


зогда . 


Удвоввая эту Кугу, позучьемь 


. Эылкв_ _ 3 
ии 
Дута 30 все-таки мере - вазовемь зрезь $ разность < — 2% отвудь 


Дуга, нибющан тангенсомь —— дана радомъ 


А слудоветельно, получить < = +ь 


$. Мы будеть иифть ряды очевь быстро оходищисся; вочвкьл съ дуга 0 у которой 


1 
танкенсомь-=_. 


в 


120 


еда уквовть дугу, подучитея 94 Удвоявая эще разъ позучниь илд бат › 


так пъвЪ Этот посяФднЁ! тапгенсь вевного бояфе еданицы то дугь &а овазывается не- 


х = 
много болае _ пазонемь презь & разность {а — 1 м вычислять тоотопсь этой дуга 


ал 49-11 


в лее 1 5 
1 
Путь очепь машан У поторов тавтевсом”ь тру дав рядом 


о-в выл) +5) - 


в олъдовательво 


-и-эы с } 


Эти объ риа сходится очень быстро, въ особенности же зторой язь чихъ, Эта по- 


сзёдиюя Формула вивоть большее преамущество, чвуЪ т®, который мы привели выше. 
Воть вычасаене-л съ 15 деелтичными знакаит, поередетвокь предыкущей вориулы, 


Вычисление 164. 


16 

в-ы 
з- 138 

В ое 
ра 90020 {8 


> — 0,00000 8192 


и =0 4006 03376 8 


15 


зв = $ 00008 09131 072 


16 


4,60000 $0805 21888 


16 


="— — #00000 00800 20991 3 


Е =—000000 00000 00838 86 


Е 


Вызиелен 


это => 0,01673 64016 73640 № 


= 
239 


ет 


А 0.00000 09999 791 #4 


+ 
5.339 


4—0 0600 08199 4 


16 3 


5 
16 
уе = 0008 4 


в 
5 == 00800 09108 23222 99 


18 зо Э0бое 00610 68346 15 


ыы 1 04009 00008 01933 61 


т =={ 0000й 00090 08004 $3 


3.21102 #3112 34703 57 


—0 04266 66666 66666 65 


г — 00008 92571 49857 14 


пе — 0,0060 04997 39090 98 


16 000000 00000 34958 51 


15.59 
16 


в — 0,6400 00000 9008 15 


$,04263 59536 33611 38 
16а =*3,15838 89575 98092 № 


те 4. 


8 = 
аз, = 4.01673 64016 73640 117 


== 0,0100 06000 01095 88 


3 64016 74666 05 


$00000 00976 66367 № 
#5 —001673 63040 08298 91 


Вычискен1е д 


16а 
#5 


Нужно взять 11 члевовъ въ первонъ ряд®, три во второмъ, всего секь чзеновъ по- 
зожнтельныхь и семь отрицетельныхь. Каждый изъ членовъ 16а получается изъ пред- 
вдущаго чрезъ длене его на 25, т, е. чрезъ умнонеше его ва & и дьлеше ма 10. Та 
каиъ образомъ мы вычшелили вс чавны приблиантельно съ ошибкою мевьшею едивацы 
17 порядка деситичаыхь зазковь; ошибка, происходящая сть чаеновъ откинутыхь въ 
хандомъ рев меньше отброшеняаго перваго чхела ли меньше единицы 17 порядка. де- 


3,15832 89575 98099 13 
841673 53050 08295 91 


® => 3,1415 96535 89793 28 


оатизвыхь энаковь; кромф того, 5 
пыя. стороны, сЯВдовьтельно, воания ошибки хепьшо восьми однвяць 17-го поридиа деся- 
тичныхь знановь, в еньше, прибхизительно, и подъ-едяницы 16-19 порядка дбсятичныхь 
зановь: 


'6бВ оосжодвижь ошабкв едфааны въ противооле к. 


> д =8,1418$ 96536 89793 


Разложен1е фунвкцЕн г" 


207. Здъсь два елучан сногря по тоиу положительный или отридательвый показав 
тель <. ” 
1. Раземогрикъ сначало случёй, когдв поазетель отрицательный. Пусть & дВйетня- 
тельное и положительное число произвольной воличииы; вуъ нораведствв, 
1—в7>8 


постененио зыводлыъ 


1+ ее ь 


п, 
оо >0 
2 _ ЕН р 
1+ ть" >09 
отоюдь вытенаеть 
р Е ИС ИЕ 
а) “= тг 1.9 о. 


тА№ @ чиско звнаючьющесся между 8 п |, село д возристветь неопредъленно то вели вва 


т” . 
е я строшатая къ врзо; озбдовотельно 
> 2. м = 
®) ы тг тэ 


з. Разсмогримъ теперь случай, когда покозаталь лоложитефьный. Полотлнъ чо © 
аозртезьное переифаносе 2 в переходить позичины а; изъ воравенотвть 


16-е в 


выводим поетупая но вышензложенному 


откуда 


а =“ ^ 


9 ива + га 


тдв 0, число заллючающееся между би 1 ИЗь этого вытовиеть 


= Е 


= 
ту 


Можно замъярть Форнуды (8} и {4} одною изъ кижъ, давая перомвнкону & вов аль 
ченда КВствительныхь величиаъ отЪ — 02 до +00 


Мнииные ряды 


208 Пусть 
{1} мым + и 
1чдь ч ены котораго мнимые и изфють соотифчетвенио анбчени 
мм вай вы... 
говорить что раядъ (1) Еходпщийен, когда каждый нат. рядов 
8) «фичае+. .. 
$3) Е чЬы+ 
сходящрвся; называя буквами А и В суммы радовъ (9) и {3), найдем, что А 4- Ва ее 
сумма рила (1). Когда одинт. аъ рдовъ (9) и (3) раеходнщси, то в рядь (1) есть таиже 


расжодииуйси. 

Ра смотрим ридь 

[С и ыы а ..-. 

четы котораго суть модудя чаеновъ ряда (1); абсолютные величины чаевовъ ридьвъ (2 
и (3) веньше соотвтетвующихь члецовъ ряда (4); сабдовательно, ногда ридт, [4} сходи- 
иен, то наждый ить ридовъ (8) п (3} будеть также сходящиися. Таплыъ обралонь, рядъ 
мнимый будеть сходящимся, коза рядъ дъйстиныпельный, составленный изь модулей во чае- 
0вз сходлиййен. 

Рихь можеть быть сходащинея и тогда ко да предыдущее уелоше не выпознево 


Раленотрииъ, наприыьрь, радъ 


чаены которахо, поперен®иио положительные и отрицательные, пруть въ убыкающемъ по 
радив и праблежьютен къ нулю; пзвветяо, что этоть рндъ сходнщёйся ридъ: 


1 
1+ + +...) 


соотавлевный ваъ модулей членоть предыдущего рида, есть рнкь раеходящИся, 
204. Мы доказали, что-даи вошкъ величин дайствитезьныхь перемфнязго 2 полу 


заютен: 


$) 


ЮО 


ы = т 
{ т 
Легко убадичьс, что веди въ радожь (5), (6), (1) дадихъ переыфнаому 3 выкую-ии- 

будь, инамую величину то рады останутся сходящимиея, Пусть, дайствитедьно, Р бухеть, 
зодудень мерсывянаго 2 то риды, собтавлевиые пзъ модузей членовь уидовь (5), (5), (7 
схвдующе 

ны 2 

ЕВС 
Ро 
23+ 
Е 3+ .- 


8+ 


Поскьщиив рякъ сходявивел и выеть сумыою гр’ вождый изъ радовз. инамыхь тойе 
сходящея. о. 

Тань вькь рады (5), (6), (1) ше дереетьють быть скодлщимнел, когда коють 2 кахую- 
нибудь инамую ведияьну, то естественно, что величциы отихъ радовъ опредвячють Фуйи- 
‘дун вн 2, 608 2, &*; когда перемавное х отавовится инимымъ. Други круговыя хуйким 


прения по зормулам» > , , 


ЕЕ . 
{8) цщтр а = Е {19, зве — 5 
508 2 
(9) УЫ ох, 


выведеввыхть дал елучаа, когда переменное есть везичпиа дАйствательная, 

Чтобъ воепозьзоваться упкшяыя, которыя мы только что опрерваили, и которын 
зыфють божьшое придожеше 'в% зназизь, необходимо знитр нхь главный свойства. Мы 
резсиотримъ, олочаза похазотезьную Фупкцию #7. 


205. Ломив. Выражеще (1 + =) „в коморомь дама, т значеныя чвлыть м оао 
зештельныхь фезичинь, безконечно позристающизь, чщпеть пребъломь © 

Такъ хагъ число ® целое и положительное то можно разложлть (1 + =) я по ор 
муль бицома, т, е. 


(+ =)" "+ и 


ее а 


(1 
т 
Оравниыь это разложеше съ рыйожь, опредванющиюь #7 


а 


х Е 
ет учат 


Пусть 8, есть сунма и первыхь ченовъ раде (1), 5', вуниа в перныхь чяенокь 
равложенй (1 + =) > В, =, величины которыя сяфдуеть прибаалть къ 5, я 5’, лая 


позучешя ея (1 + = тогда, 


(1+ =) +в 


и, +В, 
Отвула 


5) 


Везичины В, и В» суть собдующия 


(+ =. ив, — 


схокящИся, то можно ваять п довольно большямь чтобъ сумма 


2" реа 
93) т... РГ. МИР 


была мевыше двиваго. числа ©. Члены ридё (13) предетавянють модудн соотрбтотвующихь 
чденовъ ряда, опрехваяющаго В„, сверхь того, изяёетяо, что модуль еумиы мельше вум- 
мы модулей его уленовъ; отмодв вытекаеть, что модуль В будеть нение $. Ведичина, 
В, предетавляеть ограниченное число членов; модуль каждого изъ вахъ меяфе соотват- 
ствующаго: чяолв рад {18}; сЯ®довательна, модуль Н/, будеть тазже мелае д. Поломов- 
шя вто п обтавдяя пола ® постояяяынть, мояко найти тво число что т будеть бозве 
. у тотди моцуаь радиовта иожду оболны иногочолаки 57, х 3, будоть иеваю &. Отою 
дв вытекать, что когдь т передеть р. то модуль рвзноети менду (1 + =). ве", мо- 
Кузв который меньше суммы модулей новхь трехь ведпчивъ 5". — Зи Жив В, будеть 
мене $8; изъ этого вапяючають, что когда зи увозичинаетн бзавонечно то недбчиви, 


(1 + =) прибзинаекой къ предъау, и что этоть предваь ееть е7. 


206. Мы половили, зто < остоетен постоявнымь при вопрасташи 1%; превде. въ 
ити далве, веобхокино обобщить теорему и предположить, что д изытлется одновре- 
жевно съ 24. 

ела первифиное = стреится къ предвлу х1, погда т увеличивается иеопредёдевно, то 


выражен {1 + =} вьВеть продфдомь «7. Наловемь зреть р: модузь 2; 6 чрез». 


г чнело поогоявеое божьшее рр. Вежичинь @?1 опредбяяется ридомь 


(и 


пуеть 3", сунма и первых чаеновъь этого ряко, В“и остатокъ. Твхъ кавъ пореифнное 
$ стремятся мъ предЬзу &р сл. увеличещемь ип безновечно, то мотао найти такое цвлое 
вед р, что, когда м перейдеть р, развоеть г — ту, будегь виъть модуль меньше двянего 
числа г, неньшаго въ свою очередь ^-—Ру; тогда модуль 2 будеть меньше г. Раръ 

ы ” = 


ие 


сходящися, п мояло взать # довозьшо бодьшиыь такь чтобы сумма членовь 


= у“ 
1.8.3. и 


взятыхъ 10с2% ® первыхъ была меньше 6; ведичены В, я В', будуть выть модуле мень- 
ине 5. Можно положить, сверхъ того, довольно мзаыиъ, чтобы модуль 1 — Ту, оставаясь 
нияе =, модуля разности мвогочденовь 5%, в 5', остахен мевьше 5; сяфдовательно, когда, 


т перейдеть р, разноеть между модулвия (1 + =) ие"! будеть шеньше 34. Изъ этого. 
я 
«\” 
закаючають, что (1 + =) етрежитея къ предфду равному 671 
201 Пусть ну двЪ хожихь ипбудь мипиыхь везячины мы нилемь 


1 (1 +5 в ты (1 +5). 
Откуда 


=. 


ш ( 4 = Ищ (: + 


+ 6+7 


ву" 


ею 


— 89— 


Фокъ какъ везичивы & и $ пбетоянвых, 10 перемфяное г.у + 49 побеть пре- 


Хвломь я 4-4, кого 21 уведичивается неопределенно; следовательно, то предыдущей 
=+у +=) | 
хонкы, нырамены \1 4 ——_ ] отреютов къ предвау разифиу С’ Упозучиетот 
по мону 
и) ива, 


Такимь образожь чб получить ироизведене бвузь показтельныхь велачинь 0 
статожно сложить показатели ить степеней. 

Правизю, едёдовотельно, тоже евмое, какое было вы едено нъ олгебрй даи дЪъбетви 
тольвыхь показателей. 


208. Еелн въ рыдё, воторымъ опредёлнется с” заифнить 2 чрезь + 
тельная вая мебьшая величила, то 


> дв < довогвы- 


{29 0, вый 
и —1+ 1.2.3 1.9.3.8 


тт. 


или 


Не урудпо, замтить, чтб оба вырижешы въ скобкаять предотицвликть рыды, въ вото- 
рые разлагаются ФУНЯНИ 608 < п зщ 2, когда д переменное дЁйстнительное, и которые 
опредзяяють 18 ке чаным Фупкци, когда г перемфвное ынихое. Получастея, ся®доиа- 
тельно, соотвошене % 

16) 2 = вх у зшг 

"Точно также буденъ пить 


а) е- 9 608 д — 1 г. 
Склидывая пла вычитая почленяо оба предыдущя вы] жел, поаучимт 


ей фея 
(8 од 


= — 
р 
При помощя этьжЪ обеих чормуаь прутогыя функ приводятен кп уве то 
жалитежьной. 


(19) зи д 


208. Показательваи оунищи 27, пъ которой перемфниое 2 произвольн © ть функц 
еродическая, у которой перюдъ Эду, Дейотвательно получаем: 


тт р 
ет" — сов Эл в 2 => 


сен ридовить Элз иъ пе] ошаюному, то еуюкцйн привимаеть видт 


чх— ет. 28п 


х е начальную лежичину Точно тавже лыЪемт 


т == с08 п за х = — 1 
если въ перемваноху прибивыть подонину немозо а именно ХЬ, то Фупкнн прияюмнеть 
врдъ 
ет лет ей 07, 
т-в. он возвращается хъ начальной пезняний съ пвывненяымь анаконт. 
310. Легко тдиже распростривить это долазите. 
мы то помазали пра перемфенамь действвтедьномь п НВ тоть случай когль перевтиное 


тво таить же точно образонъ. вакъ 


— 81 — 


пруовыхь фупящй будет мнимое. Мы вонйчаенъ пренде всего на фориузахь ‹18) в (19), 
это, всхи приложить Эл къ ничному перомфеному х, то, тавкъ хан похазатели уводичальса 
паи уменьшаться на Эду, то показвтельныя хузкцуи, а сяздовательно я зувиши 209 свын а, 
возвращалотея къ своямъ цачельнымь величинам; поэтому эти 06% Функц донускають 
яермодь Эл. Вехя прязонить полоениу перюдь, т.е. п въ поремувнову, то ланъ коль объ 
показательным Фучкщ изияють знать, 068 и Функщ 503 2-й вн также маннють знакь, 
Затьыъ, обязрутживвется, что с03 (— #2} 5608 2, вл (-- 2) = -_ 10 2, сое, + зай == 1. 
Мы ныземь также 00 Формуле (18) 
очи феей йен оу 
я 
сов 2 130 2] {6039 ++ йа У} + (605 2 — $9 2 (с08 у — фт у}. 
г $ : 


вов (д + У) = 


и раюжрывыы скобки 

[© 695 (2 У) — 03 5008 у — яп ив у. 
Поетулоя по тому же способу, похучинъ. 

{21} зы ху та с03у 4 1 усозг 


21. Вычделцыь теперь величины зупки’Й во случав миинои вехочаны а -- М дав 
вой перенфнкому 2. 


Похучается иретде всего 
{29} ее в {086 ам 5), 
это воть мивмея воличина имющая модулень ", аргументом же 6 
Позучаегея затвыть, 


вы) 1 е-6чи) се 


свв (ви) = 


(3) - р ЕС» 


"Точно тавже получимь: 


ъ 
э . за (а-И) = м шо 


$ $ 


сов а. 


218. Изучиаши покозательную Фувкдию п примыя вруговыя оуниции, займемся обрат- 
нымя оункщыыи. Мы уже зпдьли, что вожно псегдь инимое перем®лное привести къ воду 
= 


т (сова Е эт =) пли проще въ виду = гей. 

Невзровскихь догарпемомь д вазывастея вевгая пехичина у вида а + 5. такт что 
пыбень 7— © или 

в 
вы уже виК®аи, что е°*М, или #7. М есть величина нинияи, выъощая иодулемь 61, а вргу- 
ментомъ $; чтобъ эта вехочива была ровно ноличив ие”, выфющей мелужемт у, и аргу- 
невтомь &, необходимо и добтоточно, чтоби, зодушв бызи равны а чтабы аргументы быам 
рывны язи разнились но кратвое 9; получается сзвдовательно 
ет, фа Эт, 

тк® В кавое шибудь цфлое число. Дойствитедьное чиезо д веть ХЬЙствотезьзый незоров 
с зогариомь положитеяьнаго чела”, какъ опредёянють его в затебр®; ето пблана- 
чимъ зрезь 17. Отомул заключать, что везичина 2 допускаеть безповелное число хога- 
риеновъ; если палрать чрезь 2 одинъ пакой нибужь ‘взЪ нехъ то эти вогаршемы вы 
равитей ворвулою 

{85} пери и +9 


Соерм всязи тригокоме ря 


Когда, 2 есть чвело дАЙстВительное м позожетедьвое то можно ваять а == ( и тогда 


ах 


2* + Е, 


одинъ паф зогарномовь к®Йствятельный Котде = чисао дАйствятольное и отрицательное 

то вожно позожать а == Я п тогда ы 
Ще + + О 

вет логариемы инихые, 

Кождой вехичиав 2 соотвзтетвуеть тажииф обризомь белконечное чнело веричинъ 9; 
ссяя‘перенёввому 4 дать величины, начрнан съ частной всличины 2, в если разсматри- 
вать у, ‘КаАКЪ одву изъ величин у, то хогдо г будеть изы®нятьен иепрерывно, одна изъ 
вели"илнь у будоть памзняткеи также непрерывяо, начрния съ уд: "тать вепрерывный кд 
величвнъ составляетуь фупицио, 


`218. Обратныя прутовыя оубк 


можай выраалть © помошью фуйкти хогариехоче- 
ской. Оболначете у = аго вор 2 предетавляеть тяхую ведичиву 9, что ов унтл. но 
въ слу вюрьженй (18) к |19} имет 


‚ за и 
У зу 
отеюда пывохаит 
> 
откуда 
1 
16) =. 
(76) УЕ 


1 
Есат чревъ г вазоненъ м дуль частнаго 


навуства 


аз 270 © вь гехаеть 


Ковофащенть пря $ воличиив постоянная, ДЕЙствительная чаоть допускает беляонеч- 
ное число величия, составляющихь арпометическую прогрессйю, ризиоеть отвошевий ко- 


торой есть д. Веди назвать чрезь у; одну изъ пеличиюь У, то нев эти величины ' выра- 
затся оормухою уу + т. 


Ралемотринь теиерь абратвую вуннцю у — атс 03 2 ботлаепо о зределен я / инвемъ 
у 2; по, дакь лавботиа, 
в = созу фазу фа + УТ 
изъ этого зовяючеють то 


(эт) 9-9 (2+ ут 


Назовемъ чрозъ %’ я 9” иодули обопхъ ведичинь & = У — 21, чрезь я их ихь 
пргументы; эти об нехичицы, прокзнедеше которыхъ равно единиц, лифють иодужи 
обратные, а аргументы равные и протавушоложные ип звзку; такамь образомь, "7 за —* 


„ ы 
=" —— а пмааияный ведичивы у заключьются въ, двухь зормулахь 


теб 
Уи + я) и рим 


— 88 — 


ели назвать чрезь У; одну изъ ведичинт. то веб оти водпаяны выраячиотоц Форму- 
лою у т у. Когдл перен®впое 2 двйствятельное я мепбе единицы въ отчетв абео- 
лвютной вехпчипы, то г’ <= 7” =5|, я вс величины у дъйствительных, лвачё отв вой 
мпимые, 

Подобнымь те образомь найден л величины обратной Фуници у с= что вт 2 Мат 
зоотназвеня в у — а 


., выводинт, 
у ту угШ— м, 
(98) у= 1 (# = ИЕ =). 


Наловонь зрезъ 9 из” модуди обвихь пехнчить 2-5 УТТЯЕ, чрезь @ и а 
1 


ихъ аргументы; тать произведение, тих обфихь пежичияь раппо 1 лох — 
а” 5 п— а’; различимя величины у выраалтея оормулами: 
у а’ + к) = Им. 
Иа. 
Годи обозначить чрезь 91 оду пзЪ кедичинь у; то ке® возичяны Су куть завлючатья 
въ зорнузакь у Эт + пу А 4 Пти. 


ГЛАВА 


Разложенте круговыхъ функций на суммы дробей 


214. Мы ужо видьяи, п’ 149, казь выражается шас из ращовлакной яробыо, въ 
которую входить Шов 5, когда 2 персябнное дьйствительное. В» спшу скойствъ круго- 
пыхь Фупкцй нинмаго порсуфвнаго выподенныхть въ ирелыдущей глав\, таже самая ор 
муль примфилетея и тогда, когда 2 шипнае. Кели падоялть аи 


м 


та 
А ту — рии А — 
тб утят 
ке ПОВ 
то получился 
и. _РЫ 
см о я Ти 


Мы резложимь эти @бЪ радюньяьтыю дроби на суммы проетыхъ дробей. 


Изаютно, что проляводьно зятя ращфапальная дробь Ре дллптезь, которой $ (И 
ралешь пранаведению . 
очи: 9-4, 
совершенно различныхт, бинонныхь иножителей, кометь быть раззожена яя суну про 
стыхь драбей, р 

: А в г 
У— Фу" #1 


урезиченную цвлынъ мноточлонимь по отношении къ у, КОГАЬ степель 9 (9] превыгозеть 
степень $ {9}; 20 вёвхь случнхь уведитёХь одной явь дробей иопр. А, выражжется 
зормудою, 


Гы 


0 
ф (9) 


Половимъ, оначала, что и число нечетное. Зь этом случаф, ицагочдент [{у} сте 
пени т, в его посдады чаеть есть 3 у”, миогочавнь Р (у) огеиени м — Та его но- 


таюь жькь Х (у) обозначать частное 


саъдшй чшень Фоть -= #У- отбюдь вытеаеть, Что цЬявИ часть чяетваго ре воть 
т С у. Урале Г == О прововованчь  ророичиах КУНетвихевьвыкь хоров, Рорень 


Он т 1 корией даяшыхь вормузою у ЕЁ & тик & обозначаеть одно изъ цв 


дыхь чпеехь 1 9... › зравноше Е (у) == бо выфеть в 1 дВЙствительныхь п 


= 
$ 


разявчныхь корней, давныхь +ормулою. ° 


ы 
= ЕП д 


въ которой & двють зночени везизинь @ 1 2 п 
Разножен е на нробтын кроби двегь следовательно 
р ” т 4% + в 
РЕ: = - = 
и ВИ (азии у ВИ 


= | © р 
—— + 


я 
#1 (ыы УЕ 


: 

1 

+ 
ый 
р 


Чтобь получеть величия хобоодеатоет Ар п Бу право ваать обратное производ. 
ЕФ 
79) 


видны этого Часбшако, вомтоя по отношению къ у ровнь прфизводной того-же сзмаго част 
наго вх этой по отношенно къ 5 в умноженной па производную = во отношение кь у 


наго чаотнаго ло отношенно у и замётить у чрезъ шов (8 & + р ; мо проиа- 


т-в по отношению въ — 


я е0й 2’ изъ этого выводить 
эт их 


ИННА 


сое + п 


Подобяымь же образомь пожучиит 


серы 
вов п 
А алдовательно 
у 
` = 
альт =, 
- „у Ш 0 
тв со Ее у вв р 
А 1 9 


т пра 


се 1 За “ва + ОА 


8 — 


1 ( 1 1 
му пы ох уе у 58 


т 1 
а 
т + го В х 
ый АТ сое у 
р 
. За а 
Занъниыь у ео ведичивою пб 2, коюдый день вида экв 


со 6 (але? а — пе, 


. 2 зщ а 05 & 
нодонтнол нехичиг о — > изконець  оложииь 115 == 2; мы позучанъ овоя 


звтельво 


@} вов = 


И 


х 
тие т 


Анваогиычное вычвелене, когдн в четко. даеть 96$ зорнузы 


х 


т 


Въ этахъ зормудаль, букв т обоана аеть какое пибудь цклое чаело Коди д вв 
опредфдовно возрзстаеть, 19 дроби 
ВЕ ож 
А в вов 
1 Е : т в т шо м 
шв , ся 
т Е 
тив зе 
т т 


= = 
ша ОНИ 
5ш мо аа 
тв у "Эт 


а 


вифить пр дклвии 
1 2. 22 


#— 
д’ М = — 


И 
ыы 
в предыдущ я зориузы дадуть сходил сся ряды 


[60 ох 


{6 


Но, чтобъ установить это преобраоовые строгижъ образом необходные доказать 
свочаль НФожожько предверитежьныхь положевй 
Я15 Рядь 


1 О 


В 1 
#—и+ 


аж + Ня и+ 


вт которомо ‘5 вакая нибуйь, Оъйстеительная цам мнимая Челичина, слодящйея. Когда 


> 1 воаочина д АВЙствитольнии, то’ полагають ято она но воть ЦЬлОе чибдо `ддн того чтобы 

; ‘ны один изъ. дблотезой ве быль ранель нулю. 

:/^  Радомотришь свачаь случьй, вогдо 2 еёть водичинь действительноя и пусть р канос- 
нибудь цвхое число; нажово бы ян было 4, иошно веегда ванть п на столько бальшимъ, 
той удовлетворить неравенотву и? -: 58>> #1 и такъ ликъ оно но было р то, 


: 2+1 р 1 + я ру. 


вдфдовательно, начинан съ члена, „ члены даннаго ряда будуть соотвтетвенао 


ян 
меньше. чаевовь ряда окодящьтовя 
1 1 
, ЕЕЗЕЫ 


в погому данный рядъ будегь таншо оходящиыси. 
Полонивъ тенерь 5 мнимымь, и нозовемь чрель › его жодуль, возьшенъ в бодьшиьъь 


+; модуаи яленовт чачиная въ `` мевыше часновь скокпщатося радь 
м_= 


1 ! 1 
Рота 1 


сдЪдоватезьно даняый рад сходлщея . 
> 216. Мы. уте видъян, 5910, что косвнусь ду ‘и инимой < ++ В2 выражается оормулею `° 


гв 8-е В 
5 —- 


208 {2-4 № 


08а —$ 


ах 


модузь М почвнусь ровень 


м ЗИ +2 Ваза. 


тать вавъ величине 28 +6 В 6 веньшой эвр® ревно 2 то 


У 


и> ЗУ? С вов 


те, модуаь боаёе #б олютной возичины 605 # 
Пуеть выражено 


= 
т 


въ которояъ < есть величина позтоливат, № п В два двлыхь пела, посльдиее не пуе- 
г 
восходлть ‘у; моло опродвлить чиедо р» Жакь что т будеть боле ру модуль зетвяго 


остается воотда мевышо чисдь 3. Д®ботвитольн» будемь вубть 


тАв двйотянтельноя засть куги „4 „> мен ше } всши, оофдовотельно, взять 


зы я ; 
шо : 
то токь атобы т бняо уеньше Пт модуль 203 ( аи +) будоть бозть вт у 


— 87 — 


Е ) будь меще 5. Съ друг й стороны называя резъ х 
Эт Эт 


позучинь 
ьх, ьл 
зо =. — 
1 
Е 
Ве 
Сы 


Пололи мъ 2 взято товь Что зодуль  мопьше единицы, иодужь частиьго будегь менфе 


1 


1 1 1 
т (ини + 
такь камь т удовлетворлеть предыдущимь условаиъ, то оказывается что нодуль дбн 
5 : 3 Ё 
вого вырамошя будеть иольше пропаведеня Я. т. п 3. 
Модуль чведа, 
ы 


г 
+= 


я 


за Е += Е 
и ав 
эт % 


который выводят язЪ перваго иамёния т ив —2, будеть тание мольше чноза 3 Можно 


прещфнить то же докозятольство яъ вождону язь выриженй 
= 


в 
С и и. 


пра а 2 


к. 
эъ которыхь иВлое чисшо й остается моньше 


ъ 
ивотвый предваь ра такъ ков Г сове то модуаь каждвго изъ част 
выжь чиседь 
аа 
вм а . и 
Ы Е: ЗИ 
(вн. — зив 2. ОТ ИЕ 
азия и т) [ый 28 +1 | 


меньше умоза $, 
211. Инъа эта вредвпратольный свъдъв}и, возьмем зормуду (*) и сравнимъ выр 
жене 608 5 съ суимою Х скодещагося рида 


— 88 — 


Собтветотьующ‘о одной и той же зозичиьь К. Можно привести первое выражеше въ виду 


= 


28 зв. 


Е 
Я 08 — >> 
те — аш 
т г 


. . = 
т В овувотся постояянымь, село № возражать пеопредъявато величины м от т и 


ни Е 
лв 5 т пифють спответственно преджавми ды Ёп; сверхъ того, с08 в пызеть въ 


предфд® единицу; танляъ образонъ, вь выражены с0ё 2 злевъ рида опредъяеннего изфеть 
преквяфмт, часиь собтвёлетвующий Х. 
нишене этихъ обонжь членовъ составласиь, 


СЕ 


: ат : 
(о а 

в м в 
Когда т увадачинается неопредфаемно, то первый п второй инижитеяи этого. произведен 


пвъоть предбломь единицу. Мы докызаяи, что. если вбять зи бодьше язвьстваго чисав р, 

тд нодузь третьнто нвежитедя будегь мевыше 1, каково бы НЫ быдо число #, постоянное 
в 

пап поромфенов зывот съ, зашь бы оно оставалось моньшо —9_, Мовно, поэтому, по- 


чожить; что когдо т переходить р, модуль отйошеюя меньше © (1-&}, Ав © величия -. 
положитольнья, ваитви проибвольно; чтобъ точнёе опредфдть, мы положим втоть мо- 
Дузь мевышинъ 10. 


Назовомь: чрез ® лисло мевышее ^^ >_1, чрозь-5н вуину п первых чзеновь Х, в 
ярезь В, остатоть, в тавже чрезь 8'„ суыну в порвыь чденовь «06 2 в чрезь В/,— 
остатокъ. Такт какт рядъ, спетаваовный из модулей членовъ Х сходипё ся, то можао 
ваять п Довольно большивь, тьгъ, чтобы сумма модузей часвовь В, быль меньше 
возпчины д, кохъ бы моли оны пи бызи_ Такь иьзь чиеро я выброво тывниь образонъ, 
то можьо ваять т ‘на столько большимь, чтобы резноеть между 5’ и Зи инфав модуль 
мсвьшИ 8, л чтобя нодуль отвошени нендт днуши соответствующины члепьыя со хи Х 
быгь мевьше 10, Вен сушна модуей чаеновъ №’„, женьше №4, то разность мевду Хм 
<08 & будеть визть модуль веньший 138; 005 величины с0ё 2 и Х, поэтому равны и но 
лучаетск разаожене Фувкци с06 д въ схоклщиея рахъ но оориуль {8}. 

одобнымь же обравомь доназываетей и оормудь {6 

218. Легко звийтить, что оормуза (6} веть озвдегые Формулы 15; 

Форкуль (5} мошегь быть представлена тазь- 


1 1 1 1 : 1 
о — (Е ях = (= Е 2») 


к 
Фоли вамнать 2 чрезъ 5 — м 10 


2 
+ Три 
р 


в0 день — о инзеть въ предьзь 0 когда п неопредьзевни возроствоть 
ое 
изь этого вкаючелоть, что суныв Я порвыхь чаововь рыдь 
9х 2= 92 
Сеты 
И т * 


пиветь въ предфдВ 4апё г, когда # увелючинаетен нсопреджденио. Можно, тВмъ же спо- 
собомь, произресгя раздоженю со5бс 2 в 56° 2 на сумяы дробей, Когде т чисао`нечет 


пов, то 
— зао © 
(7) зехы 1 : +2 о - = 
т вов = а ре = 

Зв 


Ы 
— 14008 $ — 
чт. 


, 1 й 
т ЕЕ 
5-м "т 
Е 
= 


а когда 22 число четвое 


ак М ИЕ 
зай —— — 81% — 
® т 


па . Ы 
, 8 В в — 0 64 + От 
6 и роль 
эт т 
т | ли. 
00 сев о щьр 2 и» 
о м УЕ ИН 
ти. Е зы 
м - т ® 


Если двяое 1иело и будеть неопредаленно упедичивальси, то 20] мулы (1) в ($) хадуть 
#9 
ро «О 
в ЕТ — 9 


(14) вес х 


п оорыулы (8) в (16) 
19} вовее ЕР 


Моняо вывецти рано оврмулы {11} в (18} изв зормуль (5] и.(6). Дайотвитедьно 


м — 


'. , } = =}. 
и == (с > +в}; 
Зап 5 воз 5 


3 з 
зоав ЗАЫЪНВТЬ въ ориузахь и 6) г пре 5 = валть 1 овусумиу розультатовь, то 
пблучитсв зориудь (12); нъвая, зотъыъ, въ этой оормузф 2 из —— — 2 получится эр 
муз (11). 


ГЛАВА \ 


Равложен!8 круговыхь хункщй на произведения 


218. Говорать что провзведение безнонечного чволь мвонвтелей 


Шиш... 


усть ридъ сходищЁся, если произведен п нервыхь иновителей, пронаведене, ко- 
торов мы виовень превь Ру, строжитея къ дородбаовыому предъяу, когдь в поопрохь. 
чение увоаизиввется. > 


Намъ иредстоать разложить мп т п 608 2 ив сходашився роизведеы. Мы ужо ва- 
„КВай (6 152), что, когда дЪз0е число т нечетное, то вп м5 выражается дань иного- 
зленоы® ло отвоменю зь вп 2 такого взда 
вт м: — А, 5 & + А; 503, +... .+ Ара * 


Легко’ возучить возичшиу перььго побешиуонта Ау; ХАЙстьытельво, 


за зи 
ма 


= А; + Арыь 98 + + Адзтты 


Ели 5 стремится въ вудю, то ворвый злоу вяфегь продблонь м, зторой же злевь 
прьводитея въ Ад тажымь образом А; с т. Воли позошить 2 => у, то вв #8 2, 
в 2 9}, г (9) ‘пролствздаеть. алый многозлень чотвой степени № — 1. мо отиоше- 
но къ у, обращающиноя хъ единицу пря У = . Такт кока уравнеше И) = В дооуо- 
хасть т — | равяичныхь корней, заизьлающихоя въ зорнузь уз то, гв при 


дожтов Желичины 1; 8...., "ОГ, то многочаень ДУ) рувент ироизнедоню т — 1 


соотьвтетвующихь бипомвыхь мноявтелей, т.с. 


пи=(. 


ли 


Ня = ( Пта= 
т 


Изъ этого выводам 


за 
паевых 17% (- 
ва 


= 
а заюрная 5 чрезъ 
т 


(0) зяны я 


Котдь т уяохо нечотное, то 


вп тд == вов 2 (Агат * + Аз 81 35 + 4 А рт 


лавъ вакъ косоопщенть А талже равенъ и, то ножно написать 


2 Мары а = 008 3, /{9, 


тд® Г 4) предотавлясть четвый ивогочлевъ степени 21 — 9, который обращается въ сди- 


ззоцу при у-0. Вов р корней урывыбийа [ду злаачиотен” въ оорнуль уз 2. въ 


. т 
хоторой # ‘иридаютем везичины Г, %, $ .-5 — Г Повучастси тавикъ образов 

: 

БЕ В ВИ к 

е в дн яв т со = [`` 

от и 

зи. 

зи 


820 \ы пк зли также, что по да т чиедо нечетное то 


205 5 == В, 605 < +. Вз 60595 +. + В, с08* 
= 0052 (В. + В, 6682 + + В, с" 5) 
608 3 (Аз + Аз в + АН 50-1 5] 


Есзи въ этозъ послфднень равенотьй положить == , т0 очевидно, что первый вое. 
онщевте Ль будеть равенъ сдинят. Выраженю ®ъ скобках предетаьанетл, четвую оунв- 
щую степени м —1 во отношение иъ у, котораи обращаетсн къ одавицё при 'у — 0; текъ 

ет 


какъ вов м — | корией этого иногочлева зцьжючеются въ оормулв у Е № 
®—3 Зы 
то будешь вифть 


Е: 
('- ть) 
‚НЕЕ НЕ 


которой придають & водячины 0 1 


| 
$=8 


ро 
Когдн же д чиедо чтное, то - 
08 тр = В, + В, сов, + + В» 60575 
А 4 Ар чи + 4+ Ар 95, 
первый коежовлусить Ао ивВоть тапио зпвчено единицы при 2 == ®. Тань кожь зд корней 
Ех 
цалаго иногочаень по отвошенир кт | зинлючавутоя къ зормуаь уз ан НЫЕ ль 
т 
ридлють # возичювы 6, 1,9 Ре ь 


я ева — Ц 


ВЕ 
, м 
а пав 
изя 
па зие яя 2 
м 1 ЕЕ 
вяза © тя ани НО 
я Эт 
ижвють гредклани 
И ЗИ 
Им о 


и предыхущы выражен двлуть сходипинен провзведеня безконечнаго чесх множителей; 


Но, -итобъ это преобразовзше имвло бозырую свят, веобходимо хокашаль, сдачила Ако 
торыя предваритольныя позонаййн. 
821. Произведено ° 


9 (1+5) (+8) (3) 


въ которомь @ означиеть какую нибудь АВйствутельную ведичину, есть сходпщееся. 
Дайствотельно, провзведеню Р, изъ я порвыхь множителей уведичйваетен съ #; так 


С Ё . 
хат прОзтольво виттый можнтоль 1 зо момьме ору то проведете Р, зопьше 
в, гАБ 5, озвачветь сумму # порвыхь членов сходищагося ре 
2, 
Ее 
яя 


Такь вать сума 5, меньше сросго прехьда 5, то произпедеме Р„, тн бозфе 
иввыне =”. Это пропзведене увелинваясь съ п и оставаясь поетоныво меярше оредьзой 
вой везичяны ©' стремится, очевияно, иъ, предзау. 

Проязведене ^ 


® (-и @-5 0-я 


занже сходящеесн. Полатьють, зто ХаЙетантельная ведичивь @ ве есть цёлое нод; зола 


яв одниъ множитель ве обратитея въ пуль. Возьмеыь, ДЕЙСТЬВТОЛЬНО, ЧН % хахниъ 
тобы оходяшёйея рядъ 


Ы 48 * 
а ль 
и ' (+1 виз + 
. а? : 
пыздь сумною 3, непьшее единицы, ризентримь; вочиноя сь 1 „з;прововедеме двух 
я С , 
мервыжь множителей боле 1 ЕН › Возио пакь проошедоью прот первых 
ы к 
а я д? 


ниожителей божфе 1 


› и такт далье. Такь какь отп различ 


8 Пе 
ные нпожители мопъе сдияпцы, то произасдеяе уменьиастся 26 увеличещент, ихъ числа; 


такь каш оно остаетен воегда боле |-—б,, то ово стремитем къ опродёдонному предъау, 


который больше пудя. 
228 Газемотрииъ -циколоць, воопредваеныое  ропзведоне 


. аа д =) 
ы (+ы (+8 (1+8. 
въ которовь 5 означаеть какую икбуль водичияу, д®йствительную идя венную модуль 


с 
которой воть р, в вргумевть ©. Мновитель (1 + 5) ниеть кодулонь 


= РЕ с 
= Те 909 99, 
а аргумснть его опредьаветеи зорнулою 
а 
2992 20 
С 
1805 7 ра “ 


— 3 — 


Произведеще модулей ипожителей стремится въ опредвяениону прут. Ибо, если сов 9 
подожитедьвый, то модуль ры больше единицы во меньше 1 + ® ау пмы водвдо уе ато 
‘проязведеве 


ее = р 
(+) (+) (+я 
опегаваель пропаведоме оходящевои, Коли 008 30 отрицательный, то начиныя ок вехи 


я 
зниы я ’доотиточно большой, мохузь №, будеть мевыйо ориищы го больше (1 + Яны 


Е 
о Ро- 


Разомоеринть пргужеитиь Ти} залила о зозичишы достаточно боышой, Пап Ч 


тоже сходящееск 


пыкоть знакъ в 09, числовая его водичинь меньше а Можно тогда полошвть, что 
2—2 


. = Ы 
зргуженть заклочаетел, пил меду В я 35°, иди же меду фи — = 


поаожителена пли отрацетелент вв 96; сверхъ того, чвоховая величина аргумовта тавве 


смотря по тому 


веньше те. Но изьбетио что рядь 
я 


в 2 
т ор Га 


есть радь оходящёйен (0° 915]; следовательно, сумма зргументовъ множителей стренитея 
въ опредфлениому предьлу, когда чиело озкторовь, неопредёлевио уведичивается. Такъ 
иакть модуль и артументь Р, стремптся къ опредъяенньмь предвлаит, когда и неопре 
Даленяо упежичинветоя, то проязведене Р„ сано стренится ть преджлу- 

Отсюда затлючають, что ироланвдене 


Те © РЯ 
"- |; т | в 
4 


сходищееся; ибо это произведено получатотов замунию 5 трель 1. мт промаведея е (9) 


223. Легко сраввить съ этинъ схокищимея пропзведещень ировчведене 


вы =. 
‚0-8 
в 


т 


которое входить вр вырамеша ыв 2. 

'Назовемь чрез Р» п , пронзведеныя я порныхь иножителой Рл Р’, зрезь Чип» 
произведена вокхь остальныхь ияокотелей молно взять п довольно большимть дли тогоу 
чтобь модузь („ — Т бызь мевьше похощительной вечичины очевь мазаго 5. Избразшя 
з таклмъ образонь, можно взнть т довольно большыь длн того, чтобы модуль разаости 
Р.Р, бызь меньше 6. 

Раземотражь дв® дробы 


= т 
въ которыжь р оошачаеть число большее 2, во боль ев "о нав ',, — Песни меошра- 


ХЪленно уведьчивиется, отлошенре числителей стремится въ предьжу раъному еханиц®, мох 


№0, оходоралежьна, оби зи обозьло большть дав того, атобы модуак этого ото 

`№Я быль меньше 14 # Отвошеще звовевотевой заязбчается ‘исилу Г п = легко вп 
эт @ 

"Жить, Авботвительно, что озношеше ^^ дытеть пронаводвую отрицательную, п, е2- 


и. 
Зоватедьно зреть увельшаяоь оъ | до -т, Когиа 2 роотеть съ-О доз тьть ве ду 
= 9 
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